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Vorwort 


Zehntausende von Schülerinnen und Schülern, aber auch ganze Schulklassen, stürzen 
sich jeden Dezember täglich auf die Aufgaben des Online-Mathekalenders „Mathe im 
Advent“, knobeln, genießen die Freude an Ideen, am Finden von Lösungen, erleben 
aber auch immer wieder, dass Probleme knifflig und hartnäckig sein können. Das Mit¬ 
machen soll Spaß machen, der Kalender ist an sich ein spielerisches Format - hu¬ 
morvoll gestaltet nicht nur von Stephanie Schiemann und Robert Wöstenfeld, die das 
gesamte Projekt verantworten, sondern auch von Michael Gralmann, einem Mathema¬ 
tikstudenten der TU Berlin als „Chef-Illustrator“. Aber ganz automatisch tauchen alle, 
die mitmachen, auch in die Gefühlswelt mathematischer Forschung ein: sie erleben 
die Freude am Entdecken und am Knacken harter Nüsse, aber auch den gelegentlichen 
Frust über sehr harte Nüsse, die sich (zunächst) nicht öffnen lassen. Und zum Er¬ 
lebnis gehört auch dazu, ganz spielerisch Problemlösestrategien auszuprobieren und 
zu entwickeln und die eigenen Tugenden und Stärken zu erfahren und auszubauen: 
Sorgfalt und gründliches Lesen zahlen sich genauso aus wie die Kombination von „wild 
Spekulieren“ und „genau Nachrechnen“. Begeisterung und Phantasie zählen natürlich, 
Konstanz und Ausdauer ebenso. 

Wer sich mit den Aufgaben beschäftigt, nachdenkt und rätselt, sitzt allein oder in klei¬ 
ner Gruppe mit Papier und Stift vor diesem Buch und kann erkennen, dass die Aufga¬ 
ben auch außerhalb der Adventszeit Spaß machen. Sie oder er wird damit aber auch 
Mitglied einer großen virtuellen Gemeinschaft - eine Gemeinschaft derer, die vor den 
Aufgaben sitzen, gleichzeitig knobeln, dieselbe Freude an Geistesblitzen und Ideen 
suchen und finden. Das „Netzwerkbüro Schule-Hochschule“ der Deutschen Mathe¬ 
matiker-Vereinigung (DMV), das aus dem bundesweiten „Jahr der Mathematik 2008“ 
entstanden ist und 2011 seine Heimat am Fachbereich Mathematik der Freien Univer¬ 
sität Berlin gefunden hat, hat die wunderbare und wichtige - aber oft auch überwälti¬ 
gende - Aufgabe, diese große Gemeinschaft zu vernetzen. Stephanie Schiemann und 
Robert Wöstenfeld sind dort die Haupt-Akteure, mit riesiger Energie und Engagement 
dabei. Aber schon das Entwerfen, Sammeln und Ausgestalten der Aufgaben sind gro¬ 
ßes Teamwork - das sich auch in diesem Buch widerspiegelt. Zudem helfen jedes Jahr 
im Dezember, wenn das Online-Spiel läuft, sehr viele engagierte Studentinnen und 
Studenten mit, Tausende von E-Mails und Anrufen, Rückfragen und Kommentare zu be¬ 
antworten und die Technik im Hintergrund am Laufen zu halten. Ganz herzlichen Dank 
an alle, die in den letzten Jahren mitgemacht haben, und jedes Jahr wieder dabei sind! 


Gleichzeitig danke ich auch im Namen des Präsidiums der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung allen Unterstützern und Sponsoren, die dieses „Großprojekt“ möglich 
gemacht haben und weiter möglich machen - allen voran der Deutsche Telekom Stif¬ 
tung, die über Jahre das Netzwerkbüro der DMV finanziert und den Aufbau des Leh¬ 
rerforums möglich gemacht hat, sowie dem Forschungszentrum Matheon, das den 
„parallelen“ Adventskalender für die Oberstufe und für Erwachsene gestaltet. Der 
Dank gilt aber auch den Mitgliedern der DMV, darunter auch immer mehr Lehrerinnen 
und Lehrer (herzlich willkommen!), die mit ihrem Mitgliedsbeitrag dieses Projekt för¬ 
dern - wie auch den Vielen in und außerhalb der DMV, die das Netzwerkbüro und das 
Kalenderprojekt durch viele zusätzliche Spenden unterstützen. Das Mathe-Wichtel- 
Buch ist auch ein sichtbares und „greifbares“ Dankeschön an alle Mitstreiter und 
Unterstützer für das Großereignis, das ja sonst nur virtuell als Online-Spiel im Advent 
stattfindet. 

Ich hoffe, dass in den Aufgaben des Mathe-Wichtel-Buchs Begeisterung spürbar ist - 
nicht nur die Begeisterung von Stephanie Schiemann, Robert Wöstenfeld, Michael 
Gralmann und den vielen anderen, sondern auch die Begeisterung der kleinen und 
großen Knoblerinnen und Knobler. Diese Begeisterung bekommen wir ja „live“ nur ein¬ 
mal im Jahr zu sehen und zu spüren - wenn nämlich Ende Januar in der Berliner Urania 
oder an der TU Berlin eine große Preisverleihung stattfindet, bei der wir Schülerinnen 
und Schüler aller Klassenstufen und sogar ganze Schulklassen auf die Bühne holen, 
mit „Mathequiz“ gegeneinander und gegen den ganzen Saal antreten lassen - und 
schon an der Lautstärke im Saal klar wird: Mathe macht Spaß! 

Ich hoffe, dass diese Erkenntnis auch lautstark aus diesem Buch schallt. 



Prof. Günter M. Ziegler 
Mitglied des DMV-Präsidiums 
Leiter Netzwerk- und Medienbüro der DMV 
Freie Universität Berlin 





Vorwort zur 2. Auflage 


Wir freuen uns, dass das Wichtel-Buch, Band 1 so gut angenommen wird, dass nun 
eine korrigierte, erweiterte 2. Auflage erscheinen kann. Seit der Veröffentlichung des 
ersten Mathe-Wichtel-Bandes sind ca. 150 weitere Aufgaben rund um die Wichtel, die 
Schönheit und die Nützlichkeit des „Mathemachens“ hinzugekommen. Vier Aufgaben 
davon haben wir in dieser Auflage neu hinzugefügt, sodass Sie in diesem Buch insge¬ 
samt 28 Aufgaben zu verschiedensten mathematischen Themengebieten finden. Die 
bereits enthaltenen Texte haben wir von Fehlern bereinigt, zudem einigen Aufgaben 
neue „Blicke über den Tellerrand“, „Mathematische Exkursionen“ und Aufgaben „Zum 
Weiterdenken“ hinzugefügt. 

Nach jeder „Mathe im Advent“-Saison werten wir die Statistiken und das zahlreiche 
Feedback der Teilnehmerjnnen aus. Diese Analysen liefern interessante Einblicke 
in die weitreichende Wirkung sowohl des Wettbewerbs im Dezember als auch der 
Mathe-Wichtel-Bücher. Demnach sind die Aufgaben tatsächlich in der Lage, über die 
Weihnachtszeit hinaus Kreativität und positive Erlebnisse mit Mathematik zu schaf¬ 
fen. Insbesondere durch die Teilnahme am Klassenspiel und den Einsatz der Mathe- 
Wichtel-Aufgaben in einer Lerngruppe (von Lehrerinnen und Lehrern initiiert), entsteht 
ein gruppendynamischer Effekt, der die Mathematik ins Zentrum des Klassenlebens 
rückt. Die gegenseitige Hilfe im Klassenverband, aber auch innerhalb der Familie ist 
dabei durchaus erwünscht. Wenn Kinder und Jugendliche andere von ihrer Lösung 
überzeugen müssen, lernen sie über Mathematik zu kommunizieren, folgerichtig zu 
argumentieren und die Notwendigkeit, exakte Sprache zu benutzen. Oft gelingt es 
dadurch, das Selbstbewusstsein der Schülerjnnen gegenüber der Mathematik zu 
steigern. Dies gilt auch in Grund-, Sekundär- und sogar in Förderschulen. 

Zunehmend werden die Mathe-Wichtel-Aufgaben auch in der Lehramtsausbildung 
eingesetzt. Wir hoffen mit unserem didaktischen Konzept (siehe „Didaktisches Vor¬ 
wort“) zeigen zu können, dass sorgfältig geschriebene Textaufgaben in der Lage sind, 
zukünftig spezielle Unterrichtssituationen (z. B. Motivation, Übung, Weiterdenken, Dif¬ 
ferenzierung, Förderung) auf eine positive Art zu bereichern. Die Mathe-Wichtel kön¬ 
nen auch den Unterricht im Referendariat und im Praxissemester ergänzen. Entweder 
kann der Wettbewerb in der Klasse/Schule betreut oder bestimmte Aufgaben in den 
normalen Unterricht eingebaut werden, sofern es thematisch passt. 

Für einen leichteren Einsatz im Unterricht haben wir diese Auflage um eine Tabelle 


erweitert, welche den Lehrerinnen und Lehrern unter Ihnen auf einen Blick die The¬ 
mengebiete und Stoffinhalte anzeigt, die den Aufgaben jeweils zugrunde liegen. 

Für die wertvollen Korrektur- und Ergänzungsvorschläge danken wir Milena Damrau, 
die seit 2015 in unsere Aufgabenerstellung eingebunden ist. 




Ihre Stephanie Schiemann und Robert Wöstenfeld 
Berlin, im August 2016 












Didaktisches Vorwort der Autoren 


Die Schönheit der Mathematik ist nicht für alle Menschen leicht zu erkennen. Auch 
die kreative Vielfalt, die in ihr steckt, erschließt sich denen, die sie nur aus der Schule 
kennen, oft nicht. Eine Ursache dafür sehen wir in der Art, wie die Mathematik in der 
Schule und der Hochschule - von positiven Ausnahmen abgesehen - flächendeckend 
vermittelt wird. 

Über viele Schülergenerationen und damit in der Breite der Gesellschaft verfestigte 
sich ein sehr einseitiges Bild der Mathematik. „Mathematik“ wird gleichgesetzt mit 
„Rechnen“ und ein bisschen „Geometrie“. Das Einmaleins, Prozente oder auch der 
Satz des Pythagoras und vielleicht noch die Parabel, Sinusfunktion oder n sind den 
Erwachsenen im Gedächtnis geblieben. Methodisch läuft der Mathematikunterricht 
oft noch sehr klassisch ab und ist vom „Vormachen und Nachmachen“ geprägt. Dabei 
lernen die Schülerinnen und Schüler Routinen, die sie - im besten Falle - in der Klas¬ 
senarbeit oder bei Prüfungen abspulen. Entdeckendes Lernen, problemlösendes Den¬ 
ken oder auch das Modellieren wird inzwischen in den Lehrplänen aller Schulformen 
genannt, jedoch ist es noch viel zu wenig in den Schulalltag einbezogen. Das pro¬ 
grammierte Lernen von Routinen bleibt aber meist nicht hängen. Stattdessen prägt 
sich eine Eindeutigkeit von Lösungen und Lösungswegen ein, die nicht nur falsch ist, 
sondern auch den vielschichtigen Problemen von heute in der Regel nicht gerecht 
wird. Auch der Spaß bleibt dabei weitestgehend auf der Strecke. Das „Mathemachen“ 
als eine kreative, sinnstiftende und Freude bringende Tätigkeit zu erfahren ist so für 
die Schülerinnen und Schüler nicht möglich. 

Wir wissen aber auch, dass sich viel tut: Während unserer Arbeit im Netzwerkbüro 
Schule-Hochschule der Deutschen Mathematiker-Vereinigung (DMV) haben wir über 
die Jahre viele engagierte Lehrerinnen und Lehrer sowie Dozierende aus Universitä¬ 
ten, Privatpersonen oder auch Unternehmen aus der Wirtschaft kennengelernt, die 
spannende Mathematikprojekte anbieten. Gleichwohl sehen wir, dass der Anfang 
erst gemacht und noch viel zu tun ist. Eine flächendeckende Umsetzung dieser Ideen 
konnte aus verschiedenen Gründen bisher nicht realisiert werden. Deshalb wird ein 
Gefühl dafür, was Mathematik wirklich ist und was es bedeutet, mathematisch zu 
denken und zu arbeiten, in der Schule noch zu selten vermittelt. 

Mit unseren Aufgaben, die wir jährlich in „Mathe im Advent“, den mathematischen 
Adventskalendern der DMV, veröffentlichen, möchten wir dazu beitragen, dass die 


Mathematik sowohl als ein vielfältiges Wissensgebiet mit eigener Sprache und Kultur 
wahrgenommen wird, als auch als Werkzeug zum systematischen Lösen und zum 
Modellieren von Problemen, das sinnvoll und gewinnbringend in der alltäglichen Welt 
benutzt werden kann. 

Zudem soll mit unseren Mathekalenderaufgaben im Wichteldorf das „Mathemachen“ 
als ein kreativer und anregender Prozess erfahren werden, welcher den jedem Kind 
innewohnenden Entdeckerdrang nutzt und fördert. Mathematikerinnen und Mathema¬ 
tiker empfinden sich oft als sehr freie Menschen und suchen unentwegt nach Ideen 
und Lösungen, die selten ein Mensch zuvor hatte. Die Offenheit für neue Gedanken¬ 
gänge, das Entdecken von und das Spielen mit konkreten oder abstrakten Mustern 
sind dafür so elementar wie das „Weiterdenken“. 

Viele Schülerinnen und Schüler wünschten sich von uns, dass es solche Aufgaben 
auch zu anderen Jahreszeiten gäbe, z. B. zu Ostern oder Pfingsten. Da dies mit unse¬ 
ren Ressourcen nicht möglich ist, haben wir uns entschieden, die Aufgaben in einer 
Buchreihe zu veröffentlichen. 


Zu den Aufgaben 

Die Mathe-Wichtel-Aufgaben, die wir für dieses Buch noch einmal grundlegend über¬ 
arbeitet und im Lösungsteil erweitert haben, tragen diesen Kerngedanken in sich und 
noch viel mehr. Sie sind dafür konzipiert, so viele Schülerinnen und Schüler wie mög¬ 
lich - aber auch die Lehrkräfte, Eltern, Freunde und Verwandte, also alle daran inte¬ 
ressierte Erwachsene - für die Mathematik (zurück) zu gewinnen. Der Spaß an den 
24 Geschichten, aber auch der sinnvolle Einbau der mathematischen Fragestellungen, 
der bei einfachen eingekleideten Aufgaben oft zu kurz kommt, sind deshalb die un¬ 
verzichtbaren Stützpfeiler der Wichtel-Aufgaben. Die Leserinnen und Leser sollen im 
besten Falle gar nicht merken, dass sie gerade mathematisch arbeiten. 

Dies sind natürlich hoch gesteckte Ziele, die wir mit einigen Aufgaben der letzten 
Jahre sicher auch verfehlt haben. Aus diesen wie auch aus den gelungenen Beispielen 
haben wir viel gelernt und mit der Zeit ein standardisiertes Verfahren zum Verfassen 
der Aufgaben entwickelt. 

Im ersten Schritt suchen wir nach interessanten Problemstellungen aus mathema¬ 
tischen Themenbereichen, die nicht oder nur peripher in der Schule behandelt wer¬ 
den. In diesem Buch gibt es neben einigen vertrauten Rechen- und Geometrieauf- 


gaben auch Aufgaben aus den Gebieten Analysis, Graphentheorie, Gruppentheorie, 
Kombinatorik, Zahlentheorie sowie Themenbereiche zur Geschichte der Mathematik 
und zur Kulturgeschichte. Wichtig dabei ist, dass die Schülerinnen und Schüler der 
4. bis 6. Klassen, für die diese Aufgaben in erster Linie konzipiert sind, ohne große 
Vorkenntnisse, aber mit Intuition, Neugier, ein wenig Durchhaltevermögen und „out- 
side-the-box“-Denken die Lösungen finden können. Das Multiple-Choice-Format ist 
bei Millionen von eingesendeten Lösungen eine notwendige, keineswegs gewünschte 
Einschränkung. Offene Aufgabenstellungen wären leichter zu verfassen, zudem aus 
unserer Sicht besser geeignet, die oben genannten Ziele zu erreichen. Wenn Sie die 
Aufgaben im Unterricht einsetzen oder sich anderweitig mit ihnen befassen, können 
Sie die Antwortmöglichkeiten natürlich weglassen. Dadurch verlieren Sie allerdings 
die Möglichkeit, das Ausschlussverfahren als Lösungsweg zu nutzen, was manche 
Aufgaben sehr viel komplexer macht. Die Fragestellungen sind so offen wie möglich 
gehalten, sodass die Lösungen fast immer über verschiedene Wege gefunden werden 
können. Diese stellen wir in unseren ausführlichen und kindgerechten Lösungen vor, 
erheben dabei jedoch keinen Anspruch auf Vollständigkeit. Nichts in der Mathematik 
ist schlimmer als das Denken in Einbahnstraßen. 

Die Aufgaben haben unterschiedliche Schwierigkeitsgrade, beinhalten aber keine 
„mathematischen Tricks“, denn diese sind nur zum Verunsichern geeignet und bewir¬ 
ken bei denjenigen, denen wir ein positives Erlebnis mit der Mathematik vermitteln 
wollen, gerade das Gegenteil. In diesem Buch haben wir die Aufgaben von leicht nach 
schwer geordnet. Die Einschätzung der Schwierigkeitsgrade bleibt jedoch eine indi¬ 
viduelle Angelegenheit. Tiefergehende Gedanken zu den jeweiligen Themen werden 
in der Lösung oder danach im „Blick über den Tellerrand“ oder „Zum Weiterdenken“ 
angesprochen. Mit diesem Ansatz können wir die unterschiedlichen Vorkenntnisse in 
den verschiedenen Klassenstufen ausgleichen, ohne die Fortgeschrittenen zu lang¬ 
weilen. Deshalb sind die Mathe-Wichtel-Aufgaben sowohl für jüngere (Begabte ab der 
2. Klasse) als auch für ältere Schülerinnen und Schüler aller Schulformen (nicht nur 
Gymnasien), ebenso wie für Erwachsene geeignet. 

Im zweiten Schritt wird das mathematische Problem möglichst sinnvoll und natürlich 
in eine fantasie- oder humorvolle Geschichte eingebettet. Das fiktive Wichteldorf mit 
den Rentieren und dem Weihnachtsmann bietet dabei den weihnachtlichen Rahmen, 
der ganz bewusst menschliche Züge trägt. Auf Weihnachten freut sich jedes Kind und 
somit ist der Rahmen zunächst positiv eingebettet. Die Geschichten sollen die Kinder 
motivieren, sich 24 Tage vor Weihnachten täglich mit „Mathematik“ zu beschäftigen 


und geben ihnen genügend Raum für ihre Fantasie und Kreativität. Sie erfahren so 
spielerisch, dass die Mathematik wirklich gebraucht wird, um alltägliche Probleme zu 
lösen und interessante Fragestellungen zu beantworten. Ganz unbewusst lernen sie 
dabei auch andere Facetten der Mathematik kennen und entdecken neue Gedanken¬ 
spiele und interessante Muster. In dieser Phase der Aufgabenerstellung ergeben sich 
bereits die Ideen für die Illustrationen, die humorvoll und zum besseren Verständnis 
die Texte visuell ergänzen. Gerade bei geometrischen und graphentheoretischen Auf¬ 
gaben sind diese Bilder hilfreiche Informationsträger. 

Die Gleichberechtigung der Geschlechter im Wichteldorf ist uns besonders wichtig. 
Die Förderung der Frauen in der mathematischen Welt ist in unserer gesamten Arbeit 
im DMV-Netzwerkbüro ein spezielles Anliegen. Auch in der Mathematikkarriere sind 
die Männer nach wie vor erfolgreicher, obwohl inzwischen fast ebenso viele junge 
Frauen ein Mathematikstudium aufnehmen und es auch in Hochschulen, Wirtschaft 
und Politik immer wieder positive Ausnahmen gibt. Klassische Geschlechterrollen und 
Stereotypen bedienen wir bewusst nicht, ohne dabei jedoch utopische Rollenbilder zu 
zeichnen. Die Tatsache, dass im Advent 2012 von ca. 150000 teilnehmenden Schü- 
lerjnnen etwas mehr als die Hälfte weiblich waren und damit wiederholt die natürli¬ 
che Verteilung innerhalb der Schülerschaft widergespiegelt wurde, zeigt uns, dass wir 
mit diesem Ansatz erfolgreich sind und dass Mathematik nicht per se für Mädchen 
uninteressant ist. 

Im dritten Schritt werden die Lösungswege ausführlich beschrieben und, wenn pas¬ 
send, mit einer „Mathematischen Exkursion“, einem „Blick über den Tellerrand“ oder 
„Zum Weiterdenken“ erweitert. Hier werden die sich aus dem Zusammenhang erge¬ 
benden mathematischen Inhalte erklärt, in einen größeren Sachzusammenhang ein¬ 
gebettet und durch offene Fragestellungen ergänzt. 

Komplettiert wird dieses Buch durch das „Wichtelbook“, in dem alle 24 Wichtel aus 
den Ausgaben mit einem Portraitbild und einer Beschreibung ihrer Persönlichkeit auf 
privater wie mathematischer Ebene aufgeführt sind. Die Wichtel haben über die Jahre 
ihre eigenen Charaktere entwickelt und ausgeprägt. Mit dem Wichtelbook möchten 
wir die Freude, die wir beim Schreiben der Aufgaben haben, an alle weitergeben, 
denen unsere Aufgaben ebenso großen Spaß machen. 



Im Stichwortverzeichnis sind viele mathematische Begriffe aufgelistet, die wir für den 
Umgang mit Mathematik und das Lösen der Aufgaben für interessant und wichtig 
halten. Im Nachwort möchten wir Ihnen noch das Online-Spiel „Mathe im Advent“ 
vorstellen, für den Fall, dass Sie es noch nicht kennen. 

Der Prozess des Aufgabenverfassens wird in jedem Jahr angereichert mit Aufgaben¬ 
ideen, die uns im Rahmen eines Aufgabenwettbewerbes zugesandt werden. Motivierte 
Lehrerjnnen, Schülerjnnen sowie mathematische Akteure aus Universität und Wirt¬ 
schaft schicken uns im Sommer ihre Aufgabenideen zu, die wir sichten und - nach 
Aufnahme in die Auswahl der 24 „Mathe im Advent“-Aufgaben - an unser Geschich¬ 
tenformat mit seinen oben beschriebenen Kriterien anpassen. Einige von ihnen finden 
Sie auch in diesem Buch, sie sind dementsprechend gekennzeichnet. Wir bedanken 
uns bei allen, die uns Aufgabenvorschläge eingereicht haben. Wir wünschen uns, dass 
Sie „Mathe im Advent“ auch in Zukunft mit Ihren Ideen bereichern! 

Zur Verwendung der Aufgaben 

Die Mathe-Wichtel-Aufgaben haben eine kommunikative Funktion. Auch wenn sie im 
Rahmen eines Wettbewerbs veröffentlicht werden, sollen sie dem Austausch über 
Ideen und Lösungsansätze zwischen den Schülerinnen und Schülern dienen und ge¬ 
nauso zum Austausch und der Auseinandersetzung mit „Mathematik“ in der Familie 
anregen. Das Feedback, welches unser Büro jedes Jahr von Teilnehmerjnnen, El¬ 
tern und Lehrerjnnen bekommt, suggeriert, dass sie dieser Funktion auch gerecht 
werden. Oft wurde uns darüber berichtet, wie sich Schülerjnnen unaufgefordert in 
der Pause oder daheim zusammen mit ihren Eltern über Mathematik austauschten. 
Zudem nehmen jährlich mehrere tausend Erwachsene im „Spaßaccount“ an „Mathe 
im Advent“ teil. Auch sie sollen durch die Geschichtenideen und die eingebaute, für 
Kinder wohl weniger erkennbare Ironie Spaß mit der Mathematik haben und gern 
auch neue Facetten an ihr entdecken. 

Wir empfehlen die Aufgaben dieses Buches für alle Schulformen als Intermezzo im 
Unterricht, für Projektwochen und Mathe-AGs, aber auch als weiterführende Be¬ 
schäftigung zuhause. Mit den stark steigenden Teilnehmerzahlen der letzten Jahre 
nahmen auch immer mehr Schülerjnnen und Klassen aus Haupt-/Realschulen und 
sogar aus Förderschulen teil. Auch hier gab es zum Teil sehr geringe Fehlerquoten. 
Wir möchten allerdings darauf hinweisen, dass das Anspruchsniveau einiger Lösungs¬ 
wege, „Mathematischer Exkursionen“ und Aufgaben „Zum Weiterdenken“ eher dem 


fortgeschrittener Schülerjnnen entspricht. Wir tragen damit der Heterogenität der 
Schülerschaft Rechnung und bieten Inhalte für verschiedene Schwierigkeitsstufen an. 
Es sollte deshalb nicht der Anspruch für alle sein, sämtliche Passagen in Gänze nach¬ 
vollziehen zu können. 

Beobachtungen 

In den drei Jahren intensiver Auseinandersetzung mit den Mathe-Wichtel-Aufgaben 
konnten wir, vor allem über die Fülle an Rückmeldungen, interessante Beobachtun¬ 
gen machen oder verifizieren. Nicht wirklich neu, aber unübersehbar ist, dass die 
Kinder extrem einfallsreiche Wege gehen, um eine (meist richtige) Lösung zu finden. 
Diese Wege wurden teilweise durch das korrigierende Eingreifen von Erwachsenen, 
vor allem im Elternhaus, eingeschränkt und führten oft zu falschen Annahmen und 
Ergebnissen. Auffällig ist dabei, dass in diesen Fällen häufig nach einem „Trick“ ge¬ 
sucht wurde, der den entsprechenden Aufgaben innewohnen sollte. Dies lässt auf ein 
einseitig ausgeprägtes, möglicherweise traumatisches Bild von der Mathematik bei 
den Eltern schließen, das in dieser Form auch uneingeschränkt an die Kinder weiter¬ 
gegeben wird. 

Eine andere, für den Mathematik-Unterricht sehr interessante Erkenntnis ist, dass 
Schülerinnen und Schüler bereits ab der 4. Klasse einen Sinn für die Notwendigkeit 
des exakten Formulierens in der Mathematik zeigen, wenn sie selbst durch uneindeu¬ 
tige Wortwahl Nachteile erleiden. Das unpersönliche Online-Format von „Mathe im 
Advent“ lässt keine Nachfragen zu den Aufgaben zu. Folglich wirken unklare Formu¬ 
lierungen verunsichernd auf die Kinder, die befürchten, bei einer falschen Auslegung 
die Chance zu verlieren, einen der Hauptpreise zu gewinnen. Dementsprechend vehe¬ 
ment fiel die unmittelbare Rückmeldung in diesen - nicht immer vorhersehbaren - Fäl¬ 
len aus. Die Schülerjnnen forderten aus eigenem Antrieb eine unmissverständliche 
Ausdrucksweise, die sie im Mathematikunterricht bekanntlich eher als eine lästige 
Formalität empfinden. Das führte unter anderem dazu, dass in den Geschichten schö¬ 
nere Formulierungen zugunsten der Eindeutigkeit geopfert werden mussten. 

Dank 

Viele Menschen haben dazu beigetragen, dass dieses Buch entstehen konnte. Unser 
besonderer Dank gilt Prof. Günter M. Ziegler, der das Projekt mit Vertrauen und groß- 


zügiger Unterstützung in unsere Hände gelegt hat, sowie unseren engsten Familien¬ 
angehörigen und Freunden, die uns geduldig und beratend zur Seite standen und in 
den letzten drei Adventszeiten fast vollständig auf uns verzichten mussten. 

Zudem möchten wir allen studentischen Hilfskräften und Kollegjnnen der Techni¬ 
schen Universität Berlin, des Forschungszentrums Matheon und der Freien Universität 
Berlin danken, sowie den Praktikantjnnen des Netzwerkbüros und unseren Program¬ 
mierern, die uns in diesem Projekt in den vergangenen Jahren unterstützt haben. 
Ohne die Mitarbeit der jungen, kreativen und selbst von der Mathematik so begeis¬ 
terten Menschen wäre „Mathe im Advent“ nicht das, was es jetzt ist! Ein spezieller 
Dank geht an diejenigen, die uns beim Entwickeln und Überarbeiten der Aufgaben 
und Lösungen und bei der Ausarbeitung dieses Buches geholfen haben. Dazu gehören 
neben den Geschichten vor allem die brillanten Illustrationen, aber auch die vielen 
tausend E-Mails, die unsere Studierenden jeden Tag im Dezember liebevoll und indi¬ 
viduell verfasst haben. 

Im Bild sind die Personen aus dem „Mathe im Advent“-Team, die im Wesentlichen an 
der Erstellung der Aufgaben mitgewirkt haben, als Wichtel dargestellt: 



oben: Robert Wöstenfeld (Mitarbeiter im Netzwerkbüro Schule-Hochschule der DMV), Stephanie Schiemann 
(Leitung Netzwerkbüro der DMV), Thomas Vogt (Medienbüro der DMV) 

unten: Michael Gralmann (Haupt-Illustrator), Marten Mrotzek, Nadja Lohauß, Alexander Sittner (Studentische 
Hilfskräfte im Netzwerkbüro der DMV), Magdalene Fischer (Illustratorin), Christina Bracht (ehemalige Prakti¬ 
kantin im DMV-Netzwerkbüro) 






Persönliche Anmerkung von Stephanie Schiemann 

Mein Geburtsname ist Stephanie Wichtmann und viele meiner ehemaligen Schüler_ 
innen, Kollegjnnen sowie Teilnehmerjnnen der Talentförderung Mathematik kennen 
mich noch unter diesem Namen, den ich erst im Jahr der Mathematik 2008 durch 
Heirat abgelegt habe. Damals, als Frau Wichtmann, wurde ich von meinen Schüler_ 
innen öfters liebevoll als „Wichtelmännchen“ bezeichnet. Da dies so wunderbar zum 
Namen dieses Buches passt, konnte ich mir diese Bemerkung nicht verkneifen. Ich 
hoffe, viele meiner Ehemaligen lesen dieses Buch und haben Spaß daran, sich an die 
Mathematikunterrichtsstunden von damals zu erinnern. 

Wir wünschen allen viel Spaß beim Lesen und Lösen der Mathe-Wichtel-Aufgaben! 

Ihre Stephanie Schiemann und Robert Wöstenfeld 
Berlin, im August 2013 
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Das Wichtelbook 





Die Mathe-Wichtel leben und arbeiten am Nordpol. Sie helfen dem Weihnachtsmann 
und organisieren das Leben im Wichteldorf. Da gibt es viel zu tun und oft müssen sie 
dabei ihr Wissen über die vielen verschieden Bereiche der Mathematik anwenden. 
Das ist bei den Wichteln nicht anders als bei den Menschen. Natürlich denken die 
Wichtel nicht die ganze Zeit über Mathematik nach. Die Geschichten in diesem Buch 
sammeln aber genau diese Momente, in denen sie die Mathematik verwenden, um 
Probleme zu lösen oder einfach damit herumzuspielen und interessante Muster und 
Zusammenhänge zu erkennen. 

In diesen Geschichten machst du Bekanntschaft mit vielen Wichteln. Damit du sie 
noch besser kennenlernen kannst, gibt es das „Wichtelbook“. Hier sind sie mit Profil¬ 
fotos und Details ihrer verschiedenen Persönlichkeiten dargestellt. Du kannst natür¬ 
lich jederzeit zu den Aufgaben springen und dir das „Wichtelbook“ später anschauen. 
Wir wünschen dir viel Spaß beim Lesen und beim Entdecken vielfältiger Seiten der 
Mathematik! 


Wichtel Agathe hat vor zwei Jahren durch Zufall den äußerst 
beliebten Praktikumsplatz auf dem Schlitten des Weihnachts¬ 
manns ergattert. Dort hat sie sich so gut präsentiert, dass sie 
als Auszubildende übernommen wurde. Sie hat eine außer¬ 
gewöhnlich gute räumliche Orientierung und beobachtet ihre 
Umwelt genau. Deswegen findet sie auch schon mal einen 
besseren Weg durch unwegsames Gelände als der erfahrene 
Chef-Routenplaner Pippin. 

Privat ist Agathe eine talentierte Schlagzeugerin. Jeden Donnerstag probt sie mit der 
Band „Dancing Snowflakes“ im Keller ihrer Wohngemeinschaft. Ihre nicht erklärbare 
Zuneigung zu Palindrom-Zahlen behält sie aber lieber für sich. 

Wichtel Albert arbeitet seit 327 Jahren in der Weihnachts¬ 
bibliothek. Dadurch ist er wahnsinnig belesen. Er bringt sein 
Wissen gefragt oder ungefragt in alle Situationen ein. Mit die¬ 
sem Wissen und seiner problemlösenden, analytischen Denk¬ 
weise hilft er immer wieder, Rätsel alter Kulturen zu lösen, wie 
zum Beispiel solche aus Südamerika oder Indien. 

Gerüchte besagen, dass der große Physiker Albert Einstein 
seinem Namensvetter Wichtel Albert möglichst ähnlich sehen 
wollte und deshalb den Bart und die Frisur kopierte. 




Agathe 





Statistikwichtel Balduin liebt Zahlen. Er ist einer der wichtigs¬ 
ten Wichtel im Weihnachtsdorf, da er dabei hilft, die Arbeit 
optimal zu verteilen. Er trägt dafür unglaublich viele Daten 
zusammen, wertet diese aus und stellt seine statistischen 
Ergebnisse für seine Wichtelkollegen grafisch dar. Das nimmt 
sogar seine Freizeit in Anspruch. 

Balduin ist ein akribischer Rechner. Es wird getuschelt, dass 
er selbst im Schlaf noch Schäfchen zählt. Leider ist Balduin 
ein bisschen grummelig, seitdem er sich am 30. April 1777 einmal verrechnet hat. Mit 
seinen Wichtelkollegen ist er deshalb etwas ungeduldig. Sein Lieblingsspiel ist „Vier 
gewinnt“. 



Balduin 


Egon arbeitet schon eine gefühlte Ewigkeit bei den Bäckerwich¬ 
teln. Er kennt alle Handgriffe und hat dadurch viel Zeit, mit sei¬ 
nem besten Freund Hugo über neue Rezepte nachzudenken. 
Er hat sehr kreative Einfälle, ist aber nicht sehr gründlich. Noch 
bevor ein Rezept funktioniert, wendet sich Egon schon einer 
neuen Idee zu und überlässt Hugo die präzise Ausarbeitung. 
Die beiden Bäckerwichtel haben ein besonderes Verhältnis 
zu den Rentieren. Immer wieder besuchen sie die Ställe und 
überraschen die Rentiere mit selbstgebackenen Keksen aus Hafer und Stroh. 

Egon ist ein klassischer Junggeselle, der mit sich selbst am glücklichsten ist. Heimlich 
trauert er aber immer noch seiner Jugendliebe Orlandie nach. 



Egon 



Esmeralda ist Oberwichtel bei den Packwichteln. Sie liebt das 
präzise Arbeiten mit Schere und Papier und bedauert es, dass 
sie diese in ihrer leitenden Position nur noch selten benutzen 
kann. Ihre Begeisterung färbt dennoch auf alle Mitarbeiterin¬ 
nen und Mitarbeiter ihrer Abteilung ab, besonders auf die Aus¬ 
zubildenden. 

Esmeralda durchschaut Verhaltensmuster ebenso schnell wie 
Zahlenmuster. Gepaart mit ihrem logischen Denkvermögen 
hilft ihr das, schnell einen Überblick zu gewinnen und häufig gute Entscheidungen zu 
treffen. Die von ihr geleiteten Abteilungen arbeiten dadurch extrem effizient. 

Privat ist Esmeralda eine gute Bogenschützin. Als Schatzmeisterin des lokalen Bogen¬ 
schützenvereins hält sie auch hier alle Fäden in der Hand. 


Esmeralda 





Evin ist Konditorwichtel und bildet mit Wichtel Samtan mehr 
als nur ein Arbeitsgespann. Die beiden wohnen zusammen 
und haben so viel Zeit für die verrücktesten und ausgefallens¬ 
ten Tortenkreationen. Berühmt gemacht hat sie ihre Eistorte, 
wegen der im Sommer das ganze Weihnachtsdorf Schlange 
steht. In der Weihnachtszeit sind die zwei jedoch pausenlos 
mit der Herstellung von Lebkuchenhäusern ausgelastet. Evin 
ist der fleißigere und zuverlässigere Konditorwichtel und hält 
die Arbeitsbelastung in der Weihnachtszeit gut aus. Wenn er zu viel Energie hat, ent¬ 
lastet er Samtan und baut ein paar Häuser extra. 

Um die Produktion der Häuser zu beschleunigen, experimentiert Evin regelmäßig mit 
den verschiedensten geometrischen Formen für die Lebkuchen, die den Platz auf dem 
Backblech besonders gut ausnutzen sollen. 

Wichtel Fredi ist ein Multitalent. Früher war er Bäckerwichtel. 
Leider wurde ihm seine Leidenschaft für Dominosteine zum 
Verhängnis. Er musste zu den Verwaltungswichteln wechseln, 
um nicht mehr so viele von ihnen verputzen zu können. Da half 
auch die vom Weihnachtsmann verordnete Diät nichts. 

In der Wichtelverwaltung ist Fredi gut aufgehoben, denn er ist 
schlau und kennt sich gut mit Primzahlen aus. Abends begeis¬ 
tert er mit seiner Band „Fredi and His Little Helpers“ vor allem 
die weiblichen Wichtel. Die meisten seiner Talente blieben bis¬ 
her jedoch unentdeckt. 

Wichtel Fridolin ist Bäckerwichtel. Vor einem Jahr hat er die 
Oberwichtelstelle vom pensionierten Emeram übernommen. 
Er ist damit der jüngste Oberwichtel aller Zeiten. Das macht 
ihn schon ein bisschen stolz. 

Fridolin ist kreativ und im Allgemeinen hilfsbereit. Besonders 
talentiert ist Fridolin allerdings darin, seinen fünf Minuten jün¬ 
geren Zwillingsbruder Frodo mit allerlei rechnerischen Tricks 
hinters Licht zu führen. Das würde er aber in der Öffentlichkeit 
niemals zugeben. 



Fridolin 



Evin 






Wichtel Frodo liebt gebrannte Mandeln über alles. Dafür fährt 
er jedes Jahr im Dezember von Weihnachtsmarkt zu Weih¬ 
nachtsmarkt und kauft nur die allerbesten. Dazwischen hält er 
sich mit Hilfsjobs über Wasser. 

Frodo ist sehr liebenswürdig und etwas naiv. Immer wieder 
versuchen sein Freund Holgar und sein Zwillingsbruder Frido¬ 
lin, seine leichte Rechenschwäche auszunutzen. Er fällt aber 
nicht immer darauf herein. Sein mathematisches Bauchgefühl 
meldet sich dann und sagt ihm, dass er das verlockende Angebot lieber doch erst 
einmal genau prüfen sollte. 

Wichtel Holgar ist ein undurchsichtiger Zeitgenosse. Niemand 
weiß genau, was er beruflich macht. Auch seine Freundschaft 
zu Frodo ist eine zwiespältige Sache. Mal will er ihn über den 
Tisch ziehen, mal bewahrt er ihn vor naiven Fehlern. Mit Cle¬ 
verness und Stärke, aber tänzerisch vollkommen unbegabt, 
windet er sich durch alle Lebenslagen. 

Holgar denkt sehr strategisch und berechnet alle seine Fland- 
lungen genau. Er zeigt seinen Mitwichteln immer genau die 
Seite, die ihn positiv erscheinen lässt. Nur wenige Wichtel durchschauen deshalb, 
dass hinter seinen Aktionen immer ein eigennütziger Gedanke steckt. 

Flugo ist seit Jahrhunderten begeisterter Bäckerwichtel. Mit 
seinem Kollegen und besten Freund Egon bildet er das Dream- 
Team der Wichtel-Backstube. Die beiden denken sich immer 
wieder neue Keks-Kreationen aus. Besonders den Rentieren 
möchten sie damit eine Freude machen. 

Flugo übernimmt dabei die wichtige Aufgabe, die Rezeptur bis 
ins letzte Detail zu durchdenken und nach den ersten Back¬ 
fuhren immer wieder systematisch anzupassen. So kann er 
alle gewünschten Eigenschaften wie die geschmackliche Ausgewogenheit und den 
Krümelfaktor im Endprodukt erhalten. 

Privat ist Flugo ein ruhiger Geselle. Mit seiner Frau Elsbeth, der Bürgermeisterin des 
Wichteldorfs, führt er seit der Jugend eine verlässliche und liebevolle Ehe. Aus ihr sind 
bereits neun Kinder und 34 Enkelkinder hervorgegangen. 



Hugo 



Holgar 



Frodo 












Wichtel Hubertine ist Auszubildende bei den Geschenkewich¬ 
teln. Mit Oswald teilt sie nicht nur den Arbeitsplatz, sondern 
auch die Leidenschaft für ausgefallene Frisuren. Doch nicht 
nur von Haaren, sondern auch von anderen Dingen hat sie 
eine andere Vorstellung als die meisten Wichtel. Auf diese 
wirkt sie deshalb etwas sonderbar. 

Ein besonderes Verhältnis hat Hubertine zu Zahlen. Um sie zu 
verstehen, stellt sie sich diese räumlich vor - am liebsten in 
Form von verpackten Geschenken, die in Würfeln, Pyramiden oder anderen Figuren 
angeordnet sind. Addiert sie zwei Zahlen, schiebt sie in Gedanken einfach alle Ge¬ 
schenke zusammen zu einer neuen Figur. 


Wichtel Iffi, die mit vollem Namen Iffigenie heißt, ist Auszu¬ 
bildende bei den Geschenkewichteln. Den angeregten Plausch 
mit ihrem Kollegen Ollo findet sie aber viel interessanter. 
Beide scheuen nicht davor zurück, sich gegenseitig mit klei¬ 
nen Rechenspielen herauszufordern. Dabei begegnen sie sich 
meist auf Augenhöhe, was die Sache erst richtig interessant 
macht. 

Auch sonst treibt Iffi allerlei Unfug. Sie stibitzt Kekse und liebt 
Schneeballschlachten. Dabei geht auch schon mal etwas zu Bruch. Das entstandene 
Chaos räumt sie natürlich gewissenhaft wieder auf. 

Iphis ist zusammen mit Erdmuthe Oberwichtel in der Wichtel¬ 
verwaltung. Sie sind zuständig für den Bereich Sport und Kul¬ 
tur. Iphis ist selbstsicher und auf Wichtelkonferenzen nie um 
einen Beitrag verlegen. 

In ihrer Freizeit hört sie sich mit Hingabe die Songs ihrer Lieb¬ 
lingsband „Fredi and His Little Helpers“ an. Außerdem ist sie 
Kapitänin der Hallenfußballmannschaft „Rotation Nordpol 
1881“. Ihr fußballerisches Talent ist verbunden mit einem aus¬ 
geprägten räumlichen Vorstellungsvermögen. Sie kann Flugkurven, Drehungen und 
Bewegungen von Bällen und Wichteln im Raum im Voraus berechnen. Leider spielt 
ihre Mannschaft trotzdem jedes Jahr gegen den Abstieg. 



Iphis 




Hubertine 







Kasimir ist Oberwichtel bei den fliegenden Rentieren. Schon 
als kleiner Wichtel war er sehr tierlieb und schlich sich heim¬ 
lich in den Rentierstall. Seit einigen Jahren organisiert er die 
Rentierwettkämpfe und wählt als offizieller Zeremonienmeis¬ 
ter die Rentiere für den Schlitten des Weihnachtsmanns aus. 
Er liebt es, sich aus Zahlenmustern besonders schöne Forma¬ 
tionen für die Rentierparaden auszudenken. 

Ein besonderes Herz hat Kasimir für die brasilianischen Ren¬ 
tiere, die am Nordpol immer am meisten frieren. Beim Anblick der bibbernden Hufen 
werden ihm die Knie weich. 

Wichtel Leas ist der einzige Glasbläser im Weihnachtsdorf. 
Dieses Handwerk ist eine Familientradition. Mit seinen voll¬ 
kommenen Fertigkeiten und seinem Wissen über gekrümmte 
Flächen stellt er die kunstvollen Pokale her, die bei den vielen 
sportlichen Wettkämpfen im Wichteldorf vergeben werden. 

In seiner Freizeit geht Leas gern auf Weihnachtsmärkte und 
guckt seiner Schwester Iphis beim Hallenfußball zu. Er nutzt 
diese Momente, um über die kleinen und großen Fragen des 
Universums nachzudenken. 

Wichtel Ollo ist Auszubildender bei den Geschenkewichteln 
und bester Freund von Iffi. Mit ihr treibt er allerlei Schaber¬ 
nack, worunter hin und wieder die Arbeitsqualität leidet. Ollo, 
der gute Kopfrechner, liebt die kleinen Rechenduelle, in die 
sich ihre Plaudereien oft verwandeln. 

Ollo heißt mit richtigem Namen eigentlich Olbert. Seine 
Freunde haben ihm seinen Spitznamen gegeben, damit er 
nicht mit Wichtel Albert verwechselt wird. Ohne es zu wissen, 
hat Ollo ein unvergleichliches Talent, sich nur von der Seite fotografieren zu lassen. 
Deshalb gibt es von ihm keine ordentlichen Portraitbilder. Das passt ins Bild, denn 
auch sonst ist Ollo ziemlich ungeschickt und ein notorischer Pechvogel. 




Kasimir 














Wichtel Orlandie organisiert zusammen mit Wichtel Albert die 
wichtigsten Feste im Weihnachtsdorf. Sie ist sehr kreativ und 
handwerklich geschickt. Strukturiertem Denken steht Orlandie 
allerdings mit Skepsis gegenüber. Sie empfindet dies als Ein¬ 
schränkung ihrer Kreativität. Sie freut sich aber immer, wenn 
Wichtel Albert ihr mit seiner analytischen Art zu denken dabei 
hilft, ihre guten Ideen zu ordnen und noch zu verbessern. 

Man sieht es ihr nicht an, doch Orlandie ist politisch sehr en¬ 
gagiert. Nach der Arbeit trifft sie sich regelmäßig mit Gleichgesinnten im Schnell¬ 
imbiss „Prism“. Gemeinsam diskutieren sie über die Erderwärmung und planen den 
Umzug der Wichtelproduktion an den Südpol. 



Wichtel Oswald ist Auszubildender bei den Geschenkewichteln. 
Was er bei der Planung nicht bedenkt, macht er mit seinem gro¬ 
ßen Interesse für geometrische Formen und perfekte Schnitte 
wieder wett. Seine Aufgaben erledigt er sehr gewissenhaft. 

Die Schere bedient Oswald meisterlich - nicht nur beim 
Schneiden des Geschenkpapiers. Er hätte auch Haarstylist 
werden können. Doch leider sind die traditionsbewussten 
Wichtel wenig stylish und bevorzugen seit Jahrhunderten ihre 
Mützen. Deswegen übt Oswald das Frisieren an seinen eigenen Haaren. Nicht immer 
gelingt ihm das zu seiner Zufriedenheit. Dann zieht er seine Mütze ganz tief ins Ge¬ 
sicht. Seine Freunde meinen, er sei ein bisschen zu empfindlich. 



Oswald 


Pascaline ist die Leiterin der Wichtelverwaltung. Dies ist einer 
der verantwortungsvollsten Jobs im Weihnachtsdorf. Bei ihr 
laufen alle Fäden zusammen. Dadurch kennt sie die meisten 
Wichtel persönlich. 

Ein besonderes Herz hat Pascaline für schrullige Typen wie 
Balduin. Sie hat die Gabe, diese sozial unsicheren Wichtel her¬ 
vorragend in die Teams der Wichtelverwaltung zu integrieren. 
Ihr Wissen über lineare Optimierung bringt sie gewinnbringend 
mit Balduins statistischem Know-how zusammen, um die Wichtelverwaltung effizient 
zu organisieren. Es ist ihr wichtig, mit möglichst wenigen Wichteln möglichst viel zu 
erreichen, damit mehr Wichtel für die Hauptaufgabe - die Vorbereitung der Weih¬ 
nachtszeit - zur Verfügung stehen. 



Pascaline 

















Pippin ist in der Wichtelverwaltung für die Raumplanung zu¬ 
ständig. Damit ist er einer von Pascalines unverzichtbaren Mit¬ 
arbeitern. Er kümmert sich liebevoll um alle geographischen 
Karten seiner Abteilung, die er zur besseren Übersicht färbt. 
Deshalb kennt er sich in der ganzen Welt gut aus. In der stres¬ 
sigen Weihnachtszeit konzentriert er sich darauf, die Routen 
des Weihnachtsmannes zeitlich und räumlich zu verkürzen 
und damit seine Wege zu optimieren. 

In seiner Freizeit läuft er Schlittschuh. Er hat schon so manches Rennen gewonnen. 
An ruhigen Abenden nimmt er sich die Weltkarte und denkt sich zum Spaß die ver¬ 
rücktesten Flugrouten mit besonderen Mustern aus. Sein Faible für abstrakte Gra¬ 
phen hilft ihm dann, den Überblick zu behalten und alle unwichtigen Informationen 
auszublenden. Moderne Navigationssysteme, die andere Wichtel schon länger begeis¬ 
tert benutzen, lehnt Pippin strikt ab. 

Wichtel Ragna ist Auszubildende bei den Rentierwichteln. Sie 
ist jung und ungestüm und spielt allen Bewohnern des Weih¬ 
nachtsdorfes gern Streiche. Am Weihnachtsmann hat sie da¬ 
bei einen besonderen Narren gefressen. 

Ganz glücklich ist sie bei den Rentieren nicht. Ihr großer Traum 
ist eine eigene Show im Wichtel-TV mit versteckter Kamera. 
Erste Clips hat sie bereits bei WTube hochgeladen. 

Ragna benutzt die neuen Medien aber nicht nur, sie ist auch 
an ihrer Entwicklung beteiligt. Was viele nicht wissen: Obwohl Ragna noch sehr jung 
ist (gerade einmal 117 Jahre alt), hat sie den Wichtelweltpreis im Programmieren ge¬ 
wonnen. Ragna hat nämlich das soziale Netzwerk Wichtelbook für das Internet des 
Wichteldorfs programmiert! Die Algorithmen, um Wichtelbook zu codieren, hat sie an 
ihrer Fensterscheibe selbst entwickelt. 

Samtan ist mit Leib und Seele Konditorwichtel. Liebevoll ver¬ 
ziert er die Lebkuchenhäuser und die berühmte Eistorte, die 
er mit seinem Kollegen und besten Freund Evin entworfen hat. 
Sein Einfallsreichtum basiert auf seinem ausgeprägten Sinn 
für Symmetrien, Spiegelungen und Drehungen. Stehen große 
Aufgaben an, lässt sich Samtan hingegen leicht entmutigen. 





Pippin 


Samtan 







Oft verzweifelt er an der komplizierten Bauweise seiner Tortenkreationen, denn die 
komplexen Berechnungen dafür sind für ihn meist zu schwer. Deswegen baut er sich 
lieberein Modell, um sich die Bauweise besser veranschaulichen zu können. 

Wenn er am Rande der Verzweiflung ist, zettelt er mit Wichtel Evin eine zünftige 
Schneeballschlacht gegen ihre Kunden an. Das löst zwar nicht das Problem, aber hof¬ 
fentlich den Stress, der den Blick auf die Lösung versperrt. 

Wichtel Walli arbeitet bei den Packwichteln. Sie ist sehr foto¬ 
scheu und wendet ihr Gesicht immer von der Kamera ab. Viele 
Wichtel haben vergessen: Walli hat im 19. Jahrhundert 50 Jahre 
hintereinander den Modelwettbewerb der Wichtel gewonnen. 
Für eine Aufnahme musste sie damals noch 45 Sekunden still¬ 
halten. Seitdem kann sie Kameras nicht mehr sehen. 

Ist keine Kamera in der Nähe, wird Walli allerdings sehr gesel¬ 
lig. Nach der Arbeit spielt sie gern mit ihren Freunden Ollo und 
Iffi Gesellschaftsspiele. Am liebsten spielt sie Wichtelpoker, denn bei diesem Spiel ist 
sie unschlagbar. Walli hat neben einem perfekten Pokerface nämlich ein fast schon 
unheimliches Kartengedächtnis und Gespür für Wahrscheinlichkeiten. 

Werkstattwichtel Willi ist ein echter Eigenbrötler. Häufig zieht 
er sich auf den Flügel seiner Werkstatt zurück und repariert 
die Rentierschlitten. Unten im Dorf bringen ihn die hektisch 
umherwuselnden Wichtel aus dem inneren Gleichgewicht. 

Bei schlechter Auftragslage bastelt er verschrobene Dinge wie 
zweidimensionale Weihnachtsbäume. 

Dabei kann er eigentlich viel mehr: Im Geheimen tüftelt er an 
der Entdeckung eines weiteren platonischen Körpers. Dass 
das natürlich völliger Quatsch ist, sagt ihm seine Tochter Wiltrud jeden Tag. Ihr „Oo- 
ooch, Papa!“ überhört er aber bewusst. Er ist fest davon überzeugt, dass seine For¬ 
schungen ihn eines Tages zum Erfolg führen werden. 



Willi 



Walli 
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Moderne Technik 


Im Wichteldorf hält langsam aber sicher die moderne Technik Einzug. Wichtel Oswald 
hat seit kurzem als erster Wichtel ein Smartphone. Darauf benutzt er vor allem die 
Kamera. Er liebt Selfies und hat beschlossen, mit allen seinen Freunden mindestens 
ein Selfie zu machen. Diese Bilder stellt er in der Foto-App zu einem Album zusammen 
und kann sie so immer bei sich haben. 

Heute hat er Ragna und Hubertine zu sich eingeladen. Nachdem Oswald sein Vor¬ 
haben erklärt hat, stellen sich die drei zum Selfie auf. Oswald steht in der Mitte, 
Ragna stellt sich rechts neben ihn und Hubertine stellt sich an seine linke Seite. Dann 
schaltet Oswald die Frontkamera ein, streckt routiniert seinen Arm nach vorne und 
versucht, alle drei auf das Bild zu bekommen (siehe erstes Bild). 



Ragna fällt dabei auf: „Das Bild ist ja verkehrt herum!“ 

Oswald meint: „Ja, aber das wird nur vor der Aufnahme so angezeigt, weil wir es 
gewohnt sind, uns im Spiegel zu sehen. Das wirkliche Bild wird richtig herum auf¬ 
genommen.“ 









? FRAGE 



Welches der vier Selfies wird Oswalds Smartphone-Kamera in dieser Situa¬ 
tion wirklich aufnehmen? 


/ Antwortmögl ic h keiten / 


a) Bild A 

b) Bild B 

c) BildC 

d) Bild D 




J 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 88. 








Gebrauchsanweisung ohne Stiefel 


Die Bäckerwichtel Samtan und Evin basteln sich gegenseitig jedes Jahr Adventskalen¬ 
der. Es sind spezielle Adventskalender aus Lebkuchen. Auf Evins Kalender hat Samtan 
in diesem Jahr statt Zahlen nur Symbole auf die Türchen gesetzt. Die zehn Symbole 
stehen für alle einstelligen Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9. 



Die Symbole sind hier nicht in der richtigen Reihenfolge dargestellt. 


Damit Evin die Tage entschlüsseln kann, hat Samtan eine „Gebrauchsanweisung“ in 
Form von sechs verschlüsselten Gleichungen beigefügt. Du kannst sie auf dem nach¬ 
folgenden Bild sehen. Eins fällt Evin aber sofort auf: Es fehlt der Stiefel! 












? FRAGE 


Für welche Zahl steht der Stiefel? 




Diese Aufgabe wurde im Rahmen des Aufgabenwettbewerbs 2011 vorgeschlagen von: 
Dr. Katharina Skutella (Didaktik der Mathematik, Freie Universität Berlin) 

Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 89. 






Gefärbte Rentiere 


Der Weihnachtsmann plant gerade die Geschenkeverteilung in der Karibik. Dafür hat 
er drei Teams aus Rentieren zusammengestellt: Team „Grün“, Team „Orange“ und 
Team „Gelb“. Jedes Team zieht einen Schlitten. Die drei Teams will er nun den einzel¬ 
nen Regionen der karibischen Inseln zuordnen. Ein Team liefert mit seinem Schlitten 
immer die Geschenke für eine Region. Dann muss es zurück zum Nordpol und Nach¬ 
schub holen, während das nächste Team mit den Geschenken für die nächste Region 
bereit steht. Der Weihnachtmann darfein Team also nicht in zwei benachbarten Regi¬ 
onen einsetzen, sonst stoppt die Geschenkeverteilung. 


Verwaltungswichtel Pippin hat dem Weihnachtsmann die politischen Karten von allen 
karibischen Inseln besorgt. In diesen Landkarten sind die einzelnen Regionen durch 
Grenzlinien abgeteilt (4 Karten mit Grenzlinien siehst du auf dem Bild). Diese Regio¬ 
nen färbt er nun mit den drei Farben der Teams: grün, orange oder gelb. Und zwar 
immer so, dass zwei benachbarte Regionen nie die gleiche Farbe haben. Doch schon 
bei einer der ersten vier Karten kommt er nicht weiter: „Ich glaube, ich brauche ein 
viertes Team“, murmelt er. 




























? FRAGE 


Auf welcher der vier abgebildeten karibischen Inseln ist es nicht möglich, alle 
Regionen mit nur drei Farben so auszumalen, dass benachbarte Regionen nie 
die gleiche Farbe haben? 

Hinweis: Das Wasser um die Inseln muss nicht ausgemalt werden. Die kleinen 
Inseln im Meer haben keine Nachbarn und können deshalb beliebig ausgemalt 
werden. 



a) Kuba 

b) Jamaika 

c) Haiti 

d) Barbados 


V 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 91. 







Quatromino 


Glasbläserwichtel Leas hat seiner Schwester Iphis als Geburtstagsüberraschung eine 
kleine mathematische Knobelei gebastelt. Iphis liebt mathematische Knobeleien. Es 
ist ein Würfel, wie er im unteren Bild zu sehen ist. Dieser Würfel ist aus sieben Bau¬ 
steinen zusammengesetzt, jeder Baustein hat seine eigene Farbe. Von den sieben 
Bausteinen sind sechs sogenannte Quatrominos und einer ein Triomino. Quatrominos 
sind aus vier kleinen Würfeln zusammengesetzte Figuren, die alle die gleiche Größe 
haben. Ein Triomino besteht nur aus drei kleinen Würfeln (der mittlere Baustein im 
Bild). 



Um den Aufbau des Würfels näher zu untersuchen, packt Iphis ihn aus und nimmt 
zwei Quatrominos heraus. Nun sieht sie den Würfel wie auf dem nachfolgenden Bild. 
Sie denkt darüber nach, wie der Würfel aufgebaut ist. 
































? FRAGE 


Welche Form hat das blaue Quatromino, das von den anliegenden Bausteinen 
noch halb verdeckt ist? 


/ Antwortmöglichkeiten / 


a) Baustein (1) 

b) Baustein (2) 

c) Baustein (3) 

d) Baustein (4) 


"\ 


J 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 93. 






Mandelliebe 


Wichtel Frodo hat eine Schwäche für gebrannte Mandeln. Er besorgt sich vor der 
Weihnachtszeit immer einen großen Vorrat vom Weihnachtsmarkt im isländischen 
Furufjordhur. Wichtel Holgar teilt die Liebe zu den Mandeln mit Frodo. Er springt auf 
Frodos gerade losfahrenden Schlitten auf und begleitet ihn zum Weihnachtsmarkt. 

Nach einer Weile macht Holgar folgenden Vorschlag: „Pass auf, Frodo, ich werde dir 
vom 1. bis zum 24. Dezember jeden Tag einen Sack mit 100 000 gebrannten Mandeln 
vor deine Tür stellen. Dann musst du dich nicht mehr um Nachschub sorgen.“ 

„Klasse, das sind ja zusammen 2 Millionen und 4 Hunderttausend (2400000) Man¬ 
deln! Damit komme ich bestimmt durch das ganze Jahr!“, sagt Frodo. „Und was willst 
du dafür haben?“ 

„Ooch, nicht viel“, schmunzelt Holgar. „Ich nehme mir jeden Tag ein paar Mandeln 
zurück. Am ersten Tag will ich eine Mandel zurück, am zweiten Tag zwei Mandeln, 
am dritten Tag vier Mandeln und am vierten Tag acht Mandeln. Und so weiter: immer 
doppelt so viele wie am Vortag - bis zum 24. Dezember.“ 





„Das klingt verlockend“, meint Frodo. Doch zur Sicherheit rechnet er erst einmal 
nach, ob sich das Geschäft wirklich lohnt. 












? FRAGE 


Wie viele Mandeln müsste Frodo insgesamt an Holgar zurückzahlen? 


/ Antwortmögl ic h keiten / 


a) 127 Mandeln 

b) 65 535 Mandeln 

c) 2 400001 Mandeln 

d) 16777215 Mandeln 

___ ) 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 95. 






Maximale Ausbeute 


Wichtel Balduin hat als Leiter des Statistik-Büros den Überblick über alle wichtigen 
Zahlen im Wichteldorf. Vor wenigen Minuten platzte er bei den Pack-Wichteln herein: 
„Meine lieben Pack-Wichtel, so geht das nicht weiter! Nach meinen neuesten Berech¬ 
nungen verschwenden wir viel zu viel Papier!“ 

Wichtel Oswald hat gerade einen quadratischen Bogen Geschenkpapier vor sich lie¬ 
gen, der 1 m lang und 1 m breit ist. Er packt heute zwei Arten von Geschenken ein: 
Kleine Geschenke und große Geschenke. Für die kleinen Geschenke braucht er Stü¬ 
cke, die 30 cm breit und 25 cm lang sind. Für die großen Geschenke braucht er Stü¬ 
cke, die 65 cm breit und 30cm lang sind. Oswald nimmt Balduins Kritik sehr ernst. 
Er überlegt nun, wie er den Bogen zerschneiden sollte, um das Papier am besten 
auszunutzen. 












? FRAGE 


Bei welcher der folgenden Kombinationen an Geschenken bleibt vom 1 m x 1 m- 
Geschenkpapierbogen nach dem Ausschneiden am wenigsten Abfall übrig? 


/ Antwortmöglichkeiten / 


a) 1 großes Geschenk und 9 kleine Geschenke 

b) 2 große Geschenke und 6 kleine Geschenke 

c) 3 große Geschenke und 4 kleine Geschenke 

d) 4 große Geschenke und 1 kleines Geschenk 

_ J 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 98. 






Pack ma’s 


Iffi, Ollo, Hubertine und Oswald befinden sich in der Ausbildung bei den Geschenke¬ 
wichteln. Damit die vier Auszubildenden (kurz: Azubis) wissen, was sie schon gut kön¬ 
nen und welche Fähigkeiten sie noch ausbauen sollten, gibt Oberwichtel Esmeralda 
ihnen hin und wieder Rückmeldung. Dieses Mal hat sie dazu ein Plakat mit einem 
Netzdiagramm erstellt (siehe Bild). 

Esmeralda hat die vier Azubis in sechs wichtigen Kategorien mit einer Punktzahl 
zwischen 1 und 6 bewertet. Das Netzdiagramm besteht deshalb aus 6 verschieden 
großen, ineinander liegenden Sechsecken. Jeder der sechs Ecken ist eine der Katego¬ 
rien zugeordnet (z. B. obere Ecke: Pünktlichkeit). In jeder Kategorie steht die schlech¬ 
teste Punktzahl 1 für eine Ecke im kleinsten, inneren Sechseck und die beste Punkt¬ 
zahl 6 für eine Ecke im größten, äußeren Sechseck. Esmeralda trägt für jeden der vier 
Azubis die Punkte der Kategorien im Diagramm ein und verbindet sie mit einer Linie. 
Für jeden Wichtel hat die Linie eine andere Farbe. So ergeben sich vier verschieden¬ 
farbige Liniennetze. 



kommt pünktlich 


packt 


verklebt 


variabel 


ordentlich 


Hubertine 


schnell 































Welche der folgenden vier Aussagen über die Packwichtel-Azubis ist nach dem 
Netzdiagramm im Bild falsch? 


I A nt wo rt m ög I i c h ke i te n / 


a) Hubertine packt die Geschenke zwar sehr unterschiedlich ein, achtet dafür 
aber am wenigsten auf die Schönheit der Verpackungen. 

b) Ollo ist der Pünktlichste, dafür nutzen Hubertine und Oswald aber das Papier 
besser. 

c) Oswald nutzt das Papier am besten, verklebt die Geschenke aber weniger 
ordentlich als Ollo und Hubertine. 

d) Iffi packt zwar die schönsten Geschenke, ist dafür aber auch am langsams¬ 
ten. 

_ J 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 101. 





Weihnachtsbaum 2.0 


Wichtel Willi hat in seiner Schlitten-Werkstatt keinen Platz für einen richtigen Weih¬ 
nachtsbaum. Er hat sich deshalb einen platzsparenden, flachen Baum gebastelt, den 
er an die Wand hängen will. Dazu hat er Kufen von alten Schlittschuhen ausgebaut 
und grün lackiert. Dann hat er sie dreieckig angeordnet, wie du im Bild sehen kannst. 

Dort, wo sich die Kufen berühren, sollen nun - als Ersatz für richtige Christbaumku¬ 
geln - farbige Scheiben aufgehängt werden. „Dieser Weihnachtsbaum mit den .fla¬ 
chen Kugeln“ ist immer noch besser als gar kein Weihnachtsbaum“, denkt sich Willi. 

In der Werkstatt gibt es rote, blaue und goldene Scheiben. Willi möchte den Baum 
schön schmücken und deshalb sollen nirgendwo zwei gleichfarbige Scheiben benach¬ 
bart sein. Eine Kufe soll also immer zwei verschiedene Farben verbinden. Drei Schei¬ 
ben hat er nun schon angebracht (siehe Bild). 

















? FRAGE 


Welche Farbe hat die Scheibe an der Spitze, wenn Willi seinen Wunsch befolgt, 
dass keine Kufe zwei gleichfarbige Scheiben miteinander verbindet? 


I A nt wo rt m ög I i c h ke i te n / 


a) Rot 

b) Gold 

c) Blau 

d) Das kann nicht eindeutig entschieden werden. 

___ J 

Diese Aufgabe wurde im Rahmen des Aufgabenwettbewerbs von Max Graf und Leo¬ 
nard Preisler (Schüler aus Wittlich) vorgeschlagen und bei „Mathe im Advent 2012“ 
zur beliebtesten Aufgabe gewählt. 

Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 107. 







Spiel des Lebens 


Gestern Abend schlenderten die Wichtel Agathe und Ollo über den Weihnachtsmarkt 
in Svalbard (Spitzbergen). Ollo, der notorische Pechvogel, hatte schon an mehreren 
Spieleständen nichts gewonnen und war etwas frustriert. Da entdeckte Agathe einen 
weiteren Spielestand: „Guck mal, Ollo, da könntest du es noch einmal versuchen!“ An 
dem Stand, auf den sie zeigte, gab es eine große Leuchtwand, die aus 16 Lichtflächen 
bestand. Sie alle leuchteten blau (Anfangszustand, siehe erstes Bild). 


Ausgangszustand: 


















Endzustände: 



Rad 



■ 

■ 


li 



■ 


□ 

□ 






E 

C 


□ 



n 

□ 

□ 

□ 
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Iglu Wolke 


Der Besitzer des Spiels erklärte die Regeln: 

„Du tippst zu Beginn des Spiels vier Flächen deiner Wahl an, die daraufhin gelb werden. 
Dann drückst du auf den Startknopf und das Spiel beginnt. Es werden jetzt nacheinan¬ 
der mehrere Runden durchlaufen. In jeder Runde bleiben alle gelben Flächen gelb, die 
genau zwei oder drei gelbe Nachbarn haben. Alle anderen gelben Flächen wechseln 
die Farbe und werden blau. Es können in dergleichen Runde aber auch blaue Flächen 
gelb werden - nämlich alle, die genau drei gelbe Nachbarflächen haben. Die restlichen 
bleiben blau. Alle Farbwechsel geschehen in jeder Runde gleichzeitig. Das Spiel läuft so 
lange, bis entweder alle Flächen blau sind oder in einer Schleife immer wieder dasselbe 
passiert oder ein Stillstand als Endzustand erreicht wird. Du gewinnst, wenn du einen 
dieser drei Endzustände erreichst: Wolke, Rad oder Iglu. “ 

Ollo tippte auf vier Felder (siehe nachfolgendes Bild), die daraufhin gelb wurden und 
drückte den Startknopf. 










































Welchen Stillstand erreichte Ollo? 

Hinweis: Nachbarflächen eines Feldes sind alle Flächen, die dieses Feld berüh¬ 
ren, auch die an den Ecken. Zum Beispiel haben die vier Flächen in der Mitte 
jeweils acht Nachbarflächen. 


/ A nt wo rt m ög I i c h ke i te n / 


a) Wolke 

b) Rad 

c) Iglu 

d) Leider wurden alle Flächen blau und Ollo bekam wieder kein Geschenk. 

_ J 



Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 108. 



























Rentiersalat 


Wichtel Ragna ist im Weihnachtsdorf bekannt für ihre Streiche. Eines Abends kommt 
ihr eine neue Idee: Sie schleicht sich in den Rentierstall, während die Rentiere gerade 
eine Testfahrt mit dem Weihnachtsschlitten machen. Dort nimmt sie sich die Liste 
mit allen Rentiernamen vor. Auf der Liste steht, in welcher Reihenfolge die Rentiere 
vor den Schlitten gespannt werden. Ragna verschlüsselt die Namen auf der Liste und 
vertauscht dabei die Buchstaben nach einem bestimmten System. 

Als sie gerade den letzten Rentiernamen verschlüsselt, betritt plötzlich der Weih¬ 
nachtsmann den Rentierstall. Völlig überrascht lässt Ragna alles stehen und liegen 
und verschwindet. 

Der Weihnachtsmann sieht die Liste und runzelt die Stirn. Wie soll er bloß die Namen 
herausfinden? Zum Glück findet er Ragnas Notizzettel (siehe Bild). Auf dem hat sie - 
für sich zur Erinnerung - ein Beispiel für die Verschlüsselung aufgeschrieben. 

Der Weihnachtsmann sieht sofort, dass Ragna ein System benutzt hat, bei dem sich 
die Reihenfolge der Buchstaben im Alphabet nicht ändert. So kann er alle Namen 
entschlüsseln. 




































































? FRAGE 


Welcher Name versteckt sich hinter „CMJUAF“? 


I Antwortmöglichkeiten / 


a) BLITZE 

b) DASHER 

c) FLINKE 

d) SAUSER 

_ J 

Diese Aufgabe wurde im Rahmen des Aufgabenwettbewerbs von Sven Schönewald 
(Schüler aus Lüneburg und Teilnehmer der Talentförderung Mathematik e.V.) vorge¬ 
schlagen und bei „Mathe im Advent 2011“ zur zweitbeliebtesten Aufgabe gewählt. 

Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 111. 






Wichtellauf 


Traditionell veranstalten die Wichtel jedes Jahr einen Schlittschuhwettlauf. Die Wich¬ 
tel sollen - neben all dem Arbeitsstress - zwischendurch mal auf andere Gedanken 
kommen. 

Die Wichtel Orlandie und Albert bereiten den Wettbewerb vor. Anstelle von Start¬ 
nummern möchte Orlandie dieses Mal Sterne an die 20 Läufer verteilen. Der Wich¬ 
tel mit der Startnummer 1 soll einen Stern bekommen, der mit der Startnummer 2 
zwei Sterne und so weiter. Die Sterne möchte sie auf die Trikots nähen. „Das ist eine 
schöne Idee, Orlandie!“, meint Albert. „Aber es ist ein bisschen unpraktisch. Zum 
einen laufen die Wichtel schnell vorbei. Da kann man nur ganz schlecht zwischen 
beispielsweise 17 und 18 Sternen unterscheiden. Zum anderen musst du wahnsinnig 
viele Sterne basteln und aufnähen.“ 












Ich habe einen Vorschlag sagt er weiter: „Für jeweils fünf Sterne nimmst du einen Bal¬ 
ken. Die Balken stapelst du dann übereinander. Und nur für den Rest nimmst du die 
Sterne. Die Startnummer 13 hat dann zum Beispiel zwei Balken und drei Sterne (siehe 
Bild). So ähnlich haben früher die Maya ihre Zahlen geschrieben.“ 

„Albert, du Besserwisser!“, ruft Orlandie. „Das ist wirklich eine bessere Idee. So ma¬ 
chen wir es!“ 




Wie viele Sterne muss Orlandie durch Alberts Vorschlag weniger basteln? 



a) 96 Sterne 

b) 134 Sterne 

c) 170 Sterne 

d) 210 Sterne 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 113. 






Tunnelbau 


Wenige Tage vor Weihnachten plant der Weihnachtsmann die diesjährige Flugroute. 
Begeistert stellt er fest, dass es seit 2010 einen neuen Tunnel gibt, der direkt durch 
die Alpen verläuft - den Gotthard-Tunnel zwischen Erstfeld und Bodio! Er ist mit 57 km 
der längste Tunnel der Welt. Nun kann der Weihnachtsmann sich endlich den langen 
und beschwerlichen Weg über die Alpen ersparen, bei dem er immer sehr vorsichtig 
sein musste, um nicht gegen einen Berg zu fliegen oder gar zu erfrieren. 

Wichtel Albert ist um die Sicherheit des Weihnachtsmanns besorgt. Immerhin sind im 
Laufe seines langen Lebens schon viele Tunnel eingestürzt. Er bringt ihm aus seiner 
Bibliothek einen Zeitungsartikel vom Oktober 2010. Darin ist ein Diagramm (siehe 
Bild) mit einem Querschnitt des Bergmassivs dargestellt. Sie schauen sich den Tunnel 
darauf genau an. 



Gotthard-ßasistunnel 


3000m 































? FRAGE 


Wie hoch türmt sich an der höchsten Stelle das Gestein über dem Tunnel auf? 


I Antwortmöglichkeiten / 


a) etwa 250 m 

b) etwa 2,5 km 

c) etwa 3 km 

d) etwa 3000 kg 

_ J 

Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 117. 








Eisstockküsse 


Im Rahmen des großen Schlittschuhwettlaufs der Wichtel finden auch andere Wett¬ 
bewerbe statt. So können sich noch mehr Wichtel sportlich betätigen. Ein beliebter 
Wettbewerb ist das klassische Eisstockschießen. 

Dabei müssen Eisstöcke (kreisrunde blaue Scheiben mit Griff) über eine Eisfläche 
möglichst nah an eine rote Zielscheibe (ohne Griff) herangeschossen werden. Die rote 
Zielscheibe und die blauen Scheiben der Eisstöcke sind gleich groß. Die teilnehmen¬ 
den Wichtel stehen im Kreis um die Zielscheibe herum, wie du im Bild sehen kannst. 
Auf Kommando lassen alle Wichtel gleichzeitig ihre Eisstöcke zum roten Zielscheibe 
gleiten. Es gewinnt der Eisstock, der am nächsten an der Zielscheibe liegen bleibt. 

Während der Planung des Eisstockschießens unterhalten sich Orlandie und Albert. 
Orlandie meint: „Ich bin gespannt, ob mal ein Eisstock direkt an der roten Zielscheibe 
liegen bleibt.“ „Das kann natürlich passieren“, antwortet Albert. „Es könnte theore¬ 
tisch sogar passieren, dass mehrere Eisstöcke so liegen bleiben, dass sie gleichzeitig 
die Zielscheibe berühren.“ 














? FRAGE 


Wie viele der Eisstöcke könnten theoretisch die rote Zielscheibe gleichzeitig be¬ 
rühren? 


I Antwortmöglichkeiten / 


a) höchstens 7 

b) höchstens 6 

c) höchstens 5 

d) höchstens 4 


■\ 


J 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 118. 






Auch Rentiere können frieren 


Rentier-Oberwichtel Kasimir kommt vom Großeinkauf wieder. Nachdem sich die Ren¬ 
tiere im letzten Jahr schrecklich erkältet hatten, hat er in diesem Jahr jedem Rentier 
eine Mütze und einen Schal gekauft. 

Als Kasimir mit den großen Tüten in den Stall kommt, stürmen die 25 Rentiere auf ihn 
zu und begrüßen ihn übermütig. In diesem Durcheinander fallen Kasimir die Tüten aus 
der Hand. Noch bevor er erklären kann, wie die Sachen zu verteilen sind, stürzen sich 
die Rentiere auf die 25 Mützen und 25 Schals, sodass der kleine Wichtel erstmal aus 
dem Chaos flüchten muss. 

Nachdem sich das Durcheinander gelichtet und der Staub sich gelegt hat, schlägt Ka¬ 
simir die Hände über dem Kopf zusammen. Die Rentiere haben sich alle Mützen und 
Schals geschnappt und die Tüten sind leer: Einige Rentiere haben bis zu drei Mützen 
und zusätzlich bis zu drei Schals für sich ergattert, andere haben nur Mützen oder nur 
Schals an, während auch einige Rentiere ganz ohne Mütze und Schal dastehen. 

Insgesamt haben 15 Rentiere eine, zwei oder drei Mützen auf, manche davon haben 
auch noch zusätzlich einen oder mehrere Schals um. Zwölf Rentiere haben einen, 
zwei oder drei Schals um und manche davon haben auch noch zusätzlich eine oder 
mehrere Mützen auf. Nur acht Rentiere tragen wirklich beides, also mindestens eine 
Mütze und mindestens einen Schal. 










? FRAGE 


Wie viele Rentiere haben weder Schal noch Mütze und müssen auch in diesem 
Winter frieren? 


/ Antwortmöglichkeiten / 


a) 0 Rentiere 

b) 2 Rentiere 

c) 6 Rentiere 

d) 10 Rentiere 




J 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 122. 






Formationsflug 


Am Ende des traditionellen Schlittschuhwettlaufs der Wichtel findet eine Zeremonie 
statt, auf der die Sieger geehrt werden. Das große Finale der Zeremonie bildet ein 
spektakulärer Formationsflug der Rentiere. Die Formation wird üblicherweise wie 
folgt gebildet: 

1. Reihe: ein Rentier, 2. Reihe: ein Rentier, 3. Reihe: zwei Rentiere, 4. Reihe: drei Ren¬ 
tiere, 5. Reihe: fünf Rentiere, 6. Reihe: acht Rentiere, 7. Reihe: 13 Rentiere, 8. Reihe: 
21 Rentiere. 

Anfang Dezember wird immer in einem Auswahlverfahren festgelegt, welche Rentiere 
mitfliegen dürfen. Dieses Jahr ist Oberwichtel Kasimir für den reibungslosen Ablauf 
des Flugs verantwortlich. 

Als er gerade alle acht Reihen fertig aufgestellt hat, kommen die brasilianischen Ren¬ 
tiere vorbei. Sie sind nicht für die Formation ausgewählt worden, doch trotzdem ver¬ 
suchen sie noch einmal ihr Glück: „Wir sind so weit geflogen und haben die Kälte hier 
im Norden ausgehalten. Dürfen wir nicht doch noch teilnehmen? Biiiiiiiiiiiiitteü!“ 









Kasimir sieht die schlotternden Knie und wird weich: „Ich schätze, wir können noch 
eine brasilianische Reihe dahintersetzen. Aber sie muss die mathematische Vorschrift 
der Formation weiterführen!“ 


? FRAGE ? 


Wie viele Rentiere müssen in der 9. Reihe fliegen, damit die mathematische Vor¬ 
schrift der Formation beibehalten wird? 


! Antwortmöglichkeiten / 


a) 29 Rentiere 

b) 34 Rentiere 

c) 42 Rentiere 

d) 59 Rentiere 




J 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 123. 






Schneekristalle 


Esmeralda liebt ihre Arbeit bei den Packwichteln. Schon als Kind hat sie mit großer 
Leidenschaft alles Mögliche in Geschenkpapier eingepackt. Seitdem sie Oberwichtel 
ist, muss sie allerdings sehr viel organisieren, kontrollieren und wichtige Entscheidun¬ 
gen treffen. Schere und Papier kann sie nur noch selten benutzen, obwohl ihr gerade 
das am meisten Spaß gemacht hat. 

Deshalb setzt sie sich an ruhigen Abenden nun häufig ans Fenster, schaut in den 
verschneiten Garten und schneidet Figuren aus Papier. Schneeflocken schneidet sie 
besonders gern. Sie erfindet immer wieder neue Varianten, zum Beispiel diese: 

Zuerst faltet sie ein quadratisches Stück Papier dreimal (siehe Bild). 



Dann schneidet sie mit einer Schere Teile heraus (die dunklen Flächen): 

























? FRAGE 


Welcher der vier Schneekristalle ist dabei entstanden? 



I Antwortmöglichkeiten / 


a) Schneekristall 1) 

b) Schneekristall 2) 

c) Schneekristall 3) 

d) Schneekristall 4) 

___ J 

Diese Aufgabe wurde im Rahmen des Aufgabenwettbewerbs von Kerstin Golon (Mit¬ 
arbeiterin Didaktik, bettermarks GmbH Berlin) vorgeschlagen. 

Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 126. 






















An einem verschneiten Adventssonntag erzählt Wichtel Fridolin seinem Zwillings¬ 
bruder Frodo: „Ich habe eine magische Schatulle gefunden, die alles, was man über 
Nacht hineinlegt, verdoppelt.“ Da leuchten Frodos Augen. „Das ist ja super! Ich habe 
nur noch 10 Euro und 50 Cent und wollte mir doch noch ein paar Mandeln auf dem 
Weihnachtsmarkt in Furufjordhur kaufen!“ 

Fridolin verlangt allerdings eine kleine Gegenleistung: „Für die Benutzung meiner 
Schatulle musst du mir pro Nacht 12 Euro zahlen“, sagt er. Frodo ist einverstanden 
und legt in der nächsten Nacht sein gesamtes Geld in die magische Schatulle seines 
Bruders. Am darauffolgenden Morgen stürmt er aufgeregt zu Fridolin und siehe da: 
Das Geld hat sich tatsächlich verdoppelt! Fridolin nimmt daraufhin den verabredeten 
Anteil von 12 Euro heraus. 









Noch zwei weitere Nächte lässt Frodo das Geld in der Schatulle. In jeder Nacht ver¬ 
doppelt sich das Geld und jeden Morgen nimmt sich Fridolin seinen Anteil heraus. Am 
Morgen nach der dritten Nacht sieht Frodo wieder in die Schatulle und macht große 
Augen. 


? FRAGE ? 


Wie viel Geld liegt in der Schatulle, nachdem Fridolin am Morgen nach der dritten 
Nacht seinen Anteil von 12 Euro herausgenommen hat? 


/ Antwortmöglichkeiten / 


a) 84,00 Euro 

b) 27,27 Euro 

c) 10,50 Euro 

d) gar nichts 


"\ 


J 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 129. 






Neue Herausforderungen 


Wichtel Fredi arbeitet schon 20 Jahre bei den Bäckerwichteln. Da ihm das viele Na¬ 
schen aber zu sehr auf die Hüften geschlagen ist, hat er genug vom Plätzchenbacken 
und sucht nun eine neue Herausforderung. Er hat gehört, dass in der Wichtelver¬ 
waltung eine Stelle frei geworden ist. Dort wird gezählt, wie viele Wichtel in welcher 
Position arbeiten und geplant, in welchen Positionen noch Wichtel gebraucht werden. 

Fredi geht zu Pascaline, der Leiterin der Wichtelverwaltung. Sie sagt zu ihm: „Bei uns 
musst du gut mit Zahlen umgehen können.“ 

„Das kann ich!“, antwortet Fredi. 

Pascaline fragt: „Weißt du denn auch, was Primzahlen sind?“ 

„Na klar“, sagt Fredi. „Primzahlen sind alle Zahlen, die nur durch 1 und sich selbst 
teilbar sind. Primzahlen haben also genau zwei natürliche Zahlen als Teiler.“ 


















„Ist denn auch die 1 eine Primzahl?“, fragt Pascaline weiter. 

„Nein, die 1 ist keine Primzahl! Sie hat ja nur sich selbst als einzigen Teiler“, antwortet 
Fredi stolz. 

„Sehr gut“, sagt Pascaline. „Aber bevor ich dich einstelle, habe ich noch einen letzten 
Test für dich!“ 




Genau eine der vier unten stehenden Aussagen über Primzahlen ist falsch. 
Welche ist es? 

(Hinweis: Zwei aufeinanderfolgende Primzahlen nennt man ein Primzahl¬ 
pärchen.) 



a) Es gibt keine geraden Primzahlen. 

b) Von 1 bis 100 gibt es genau 25 Primzahlen. 

c) Quadratzahlen sind keine Primzahlen. 

d) Es gibt nur ein Primzahlpärchen, dessen Differenz 1 ist. 


J 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 130. 






Rentierplätzchen 


Die Wichtel Hugo und Egon sind Bäckerwichtel aus Leidenschaft. Jeden Tag stehen 
sie in der Großbäckerei des Wichteldorfs und backen Lebkuchen, Plätzchen und Stol¬ 
len für alle Wichtel und den Weihnachtsmann. Nun wollen sie auch den Rentieren 
eine Freude machen und haben sich eine spezielle Rezeptur für Rentierplätzchen aus¬ 
gedacht. Das Rezept besteht aus trockenem Haferteig, verfeinert mit ein bisschen 
Stroh. Damit es eine Überraschung wird, backen die beiden immer heimlich nach der 
Arbeit bei sich zuhause. 

So sehr sie das Backen auch lieben, möchten sie trotzdem so schnell wie möglich 
mit dieser Extraschicht fertig werden. Sie brauchen ja auch mal eine Pause. Deshalb 
macht Hugo den Vorschlag: „Lass uns eine Ausstechform aussuchen, mit der wir den 
Teig durch Drehen und Wenden der Form lückenlos ausstechen können. So bleiben 
keine Teigstückchen in der Mitte übrig, nur am Rand. Wir müssen dann viel weniger 
Teig neu ausrollen und ausstechen. Das spart uns Zeit!“ 

Nach längerem Suchen meint Egon: „Ich glaube, ich habe eine gefunden.“ 


















? FRAGE 


Mit welcher dieser vier Formen im Bild können Flugo und Egon den Teig (bis auf 
den Rand) lückenlos ausstechen? 


/ Antwortmöglichkeiten / 


a) Glocke 

b) Zuckerstab 

c) Stern 

d) Christbaumkugel 

_ J 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 133. 






Der Wächter der Knoten 


Der Weihnachtsmann hat einen Wunschzettel von Familie Mamani aus Bolivien in Süd¬ 
amerika bekommen. Doch der Wunschzettel sieht ganz anders aus als die anderen. 
Er sieht aus wie ein Wollknäuel. Bei genauerem Hinsehen sieht der Weihnachtsmann: 
„Es sind verschiedenfarbige Schnüre mit Knoten daran!“ (siehe Bild) 



Da macht der Weihnachtsmann große Augen. Er fragt bei Wichtel Albert nach dem 
Geheimnis der Schnüre. Dieser holt aus seiner Bibliothek ein altes Buch hervor, das 
ihm schon einmal aufgefallen ist. Darin steht: 

„In Bolivien wurden Briefe früher in geknüpften Knoten geschrieben. Die Knoten stellten 
Zahlen dar. Sie gaben die Anzahl/Menge eines bestimmten Gegenstandes an. Welcher 
Gegenstand gemeint war, zeigte die Farbe der Schnur. Eine braune Schnur stand zum 
Beispiel für braune Lamas, eine weiße Schnur für weiße Alpakas und eine gelbe Schnur 
für Meerschweinchen. 

Die Anzahl/Menge des Gegenstandes konnte man anhand der Höhe der Knoten an den 
bunten Schnüren abzählen. So stand ein Knoten ganz unten an der Schnur für eine „ 1 












Ein Knoten in der Mitte der Schnur stand für eine „ 10“ und ein Knoten ganz oben für 
eine „ WO“. An einer Stelle konnten mehrere Knoten untereinander geknüpft sein. Die 
Zahlen der Knoten wurden einfach zusammengezählt. 

Die bunten Schnüre waren alle an eine Hauptschnur angebunden, die man nicht zu 
lesen brauchte. “ 

„Nun schau dir die Schnüre an“, sagt Albert. 



Was wünscht sich Familie Mamani vom Weihnachtsmann? 


/ Antwortmöglichkeiten / 


a) 110 Lamas, 30 Alpakas und 11 Meerschweinchen 

b) 11 Lamas, 3 Alpakas und 110 Meerschweinchen 

c) 100 Lamas, 3 Alpakas und 20 Meerschweinchen 

d) 201 Lamas, 27 Alpakas und 1 Meerschweinchen 

___ J 


Diese Aufgabe wurde im Rahmen des Aufgabenwettbewerbs von Marie Isabel Alve- 
stegui-Müller (Doktorandin, Institut für Systematische Botanik der Universität Zürich) 
vorgeschlagen und bei „Mathe im Advent 2011 “ zur drittbeliebtesten Aufgabe gewählt. 

Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 135. 






Erster Arbeitstag 


Wichtel Fredi hat die Aufnahmeprüfung für die Wichtelverwaltung bestanden. Er wird 
herzlich von seinen neuen Kolleginnen und Kollegen empfangen. An seinem ersten 
Arbeitstag darf er die Dekoration für den Weihnachtsbaum basteln, der im Versamm¬ 
lungssaal der Wichtelverwaltung steht. Statt Christbaumkugeln hängen die Verwal¬ 
tungswichtel jedoch immer regelmäßige geometrische Körper an den Baum. 

In einer Kiste findet Fredi Bastelvorlagen, auf denen Netze verschiedener geometri¬ 
scher Körper zu sehen sind. Er zieht zufällig eine Vorlage aus der Kiste und schaut sich 
das Netz an. So sieht es aus: 



Pascaline sagt zu ihm: „Falte das Netz an den schwarzen Linien. Das sind die Kanten 
des Körpers. Dann klebe es fein säuberlich an den weißen Laschen zusammen, so- 
dass der Körper auch richtig aussieht. Die weißen Laschen musst du natürlich innen 
ankleben, damit man sie nicht sehen kann. Und vergiss nicht, einen Faden anzubrin¬ 
gen, damit wir sie aufhängen können!“ 






Welchen Körper (siehe nachfolgendes Bild) kann Wichtel Fredi mit diesem Netz 
basteln? 



/ Antwort mögI i c h ke ite n / 


a) Tetraeder 

b) Oktaeder 

c) Ikosaeder 

d) Stern (zwei sich durchdringende Tetraeder) 

_____ J 

Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 137. 








Chaos bei den Geschenkewichteln 


Was für ein Durcheinander! Kurz vor Weihnachten geht es bei den Geschenkewichteln 
drunter und drüber. Alle arbeiten im Rekordtempo - da achtet keiner mehr auf Ord¬ 
nung. Dabei braucht Wichtel Wallt ganz dringend drei gleichfarbige Schleifen für ihre 
letzten drei Geschenke. Und jetzt ist ihr auch noch das Säckchen mit den Schleifen 
in einen riesigen Berg von Geschenken gefallen. So ein Mist! Wie soll sie da bloß ran¬ 
kommen? 

Mit den Fingerspitzen kann sie es gerade so schaffen, immer eine Schleife aus dem 
Säckchen zu fischen. Aber sie braucht doch drei - und auch noch drei gleichfarbige. 
Dabei kann sie noch nicht einmal sehen, nach welcher Schleife sie greift. Walli erin¬ 
nert sich: In dem Säckchen sind zwölf Schleifen in vier verschiedenen Farben. Von 
jeder Farbe sind gleich viele Schleifen vorhanden. 










? FRAGE 


Wie oft muss Walli mindestens mit den Fingern in dem Säckchen fischen, um 
sicher drei Schleifen von einer Farbe zu haben? 


/ Antwortmöglichkeiten / 


a) dreimal 

b) sechsmal 

c) neunmal 

d) elfmal 

_ J 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 139. 






Rentier-Casting 


Rentier Norbert geht dieses Jahr in den Ruhestand. Deshalb veranstaltet der Weih¬ 
nachtsmann ein Casting, um einen würdigen Ersatz für seinen langjährigen Helfer 
zu finden. Nach den Ausscheidungskämpfen „Lautblöken“ und „Schlittenslalom“ tra¬ 
gen die Rentiere Donner, Comet, Dasher, Vixon, Blixon und Prancer zum Abschluss 
ein entscheidendes Rennen aus. Das schnellste Rentier darf den Weihnachtsmann in 
Zukunft auf seinem jährlichen Zug über die Dächer der Welt begleiten. Während des 
Rennens passiert dem Weihnachtsmann aber ein peinliches Missgeschick: Er nickt 
vor Übermüdung kurz ein und verpasst dadurch den Zieleinlauf. 



Nachdem er wieder aufgewacht ist, berichtet ihm Rentier-Oberwichtel und Zeremoni¬ 
enmeister Kasimir Folgendes: 

1. Genau vier Rentiere sind vor Comet ins Ziel gekommen. 

2. Unter diesen vier Rentieren hatte Dasher den größten Vorsprung vor Comet. 

3. Prancer kam vor Vixon ins Ziel. 

4. Blixon lief nach Vixon ins Ziel. 

5. Blixon war nicht das letzte Rentier. 













? FRAGE 


ln welcher Reihenfolge sind die Rentiere ins Ziel gekommen? 


I Antwortmöglichkeiten / 


a) Dasher - Prancer - Vixon - Blixon - Comet - Donner 

b) Prancer - Dasher - Vixon - Blixon - Donner - Comet 

c) Dasher - Vixon - Blixon - Donner - Comet - Prancer 

d) Das lässt sich mit diesen Informationen nicht mit Sicherheit sagen. 

___ J 

Diese Aufgabe wurde im Rahmen des Aufgabenwettbewerbs von Dr. Cynthia Hog- 
Angeloni (Akademische Rätin, Johannes-Gutenberg-Universität Mainz) vorgeschlagen. 

Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 141. 






Geschenke verladen 


Alle Packwichtel sind dabei, die Geschenke auf den Schlitten des Weihnachtsmanns 
zu verladen. So auch die Wichtel Iffi und Ollo. Die beiden Wichtel sind gerade auf dem 
Weg zum Schlitten, als Ollo zu Iffi Folgendes sagt: 

„Wenn du mir jetzt ein Geschenk von dir gibst, trage ich doppelt so viele Geschenke 
wie du. Gebe ich dir eins von meinen Geschenken ab, tragen wir beide gleich viele 
Geschenke.“ 

Iffi lächelt Ollo an und sagt nur: „Stimmt!“ 



















? FRAGE 


Wie viele Geschenke trägt Ollo? 


I Antwortmöglichkeiten / 


a) 3 Geschenke 

b) 5 Geschenke 

c) 7 Geschenke 

d) 9 Geschenke 




J 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 143. 






Der Weihnachtsmann in China 


Gerade ist der Weihnachtsmann mit dem Geschenkeverteilen in Peking fertig gewor¬ 
den, da trifft es ihn wie der Schlag: „Wir haben alle Geschenke für die Kinder im 
Stadtteil Löng Ze vergessen!“ 

Eilig machen sich Rudolph und die anderen Rentiere bereit, noch einmal nach Hause 
zu fliegen und die fehlenden Geschenke zu holen. Da hat der Weihnachtsmann eine 
Idee: „Wenn ihr ohne mich fliegt, könnt ihr viel schneller fliegen und ich kann mich 
noch ein bisschen in Peking umschauen. Ich komme dann mit der U-Bahn nach Löng 
Ze. Wir treffen uns dort in 40 Minuten.“ Dann studiert er den Plan vom Pekinger U- 
Bahn-Netz (Ausschnitt siehe Bild). 
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Gehe davon aus, dass die U-Bahn von einer Station zur nächsten Station immer zwei 
Minuten benötigt und dass der Weihnachtsmann zum Umsteigen auch immer zwei 
Minuten braucht und dass er auf einer Linie nicht hin- und zurückfährt. 






























? FRAGE 


Wie viele verschiedene U-Bahn-Routen gibt es unter diesen Voraussetzungen für 
den Weihnachtsmann, auf denen er innerhalb von 40 Minuten vom Platz des 
Himmlischen Friedens (Station 117, Tiananmen East) nach Löng Ze (Station 
1306) kommt? 


I Antwortmöglichkeiten / 


a) 3 Routen 

b) 4 Routen 

c) 5 Routen 

d) 6 Routen 




J 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 146. 






Transportprobleme 


Die fliegenden Rentiere des Weihnachtsmanns besitzen, wie allgemein bekannt, ein 
Geweih. Es wächst nach einem speziellen Muster. 

In jedem Jahr nach der anstrengenden Adventszeit werfen diese Flug-Rentiere ihr Ge¬ 
weih ab. Nach vier Monaten wächst dann wieder ein neues, größeres Geweih nach: Im 
Jahr ihrer Geburt entwickelt sich das erste Geweih. Es hat zwei Spitzen. Jedes zweite 
Jahr wächst am neuen Geweih eine Spitze mehr. In den ungeraden Jahren kommt 
keine neue Spitze hinzu. Also haben zweijährige Rentiere drei Spitzen, vierjährige Ren¬ 
tiere haben vier Spitzen, sechsjährige haben fünf Spitzen und so weiter (siehe Bild). 



Rudolph, das Rentier 


2 Jahre alt 


4 Jahre alt 


6 Jahre alt 


Schon längere Zeit hat der Weihnachtsmann ein ernstes Transportproblem, weil sich 
die Kinder immer mehr Geschenke wünschen. Und heute ist es soweit! Beim Beladen 
muss er einsehen: Es sind 60 Geschenke zu viel - sie passen nicht mehr auf den 
Schlitten. Auch der Beischlitten, den er seit ein paar Jahren benutzt, ist schon voll 
bis über den Rand. Da kommt ihm eine Idee: „Ich hänge einfach an jede Spitze vom 
Geweih der Rentiere ein Geschenk! Genial!..." 












































Aber er überlegt noch einmal: „Na ja, schön sieht das nicht aus! Ich mache das nur 
bei den Rentieren vom Beischlitten - den sieht sowieso keiner.“ Er schaut auf die Liste 
mit den Rentieren, die den Beischlitten ziehen: Rüdiger (26 Jahre), Erika (9 Jahre), 
Ruth (22 Jahre), Rainald (14 Jahre), Gunter (17 Jahre). „Das reicht nicht“, meint der 
Weihnachtsmann. „Es sind zu wenige Spitzen. Ich muss noch ein weiteres Rentier 
zusätzlich vor den Beischlitten spannen“. 


? FRAGE ? 


Wie alt muss das zusätzliche Rentier mindestens sein, damit der Weihnachts¬ 
mann alle 60 Geschenke an den Geweihen mitnehmen kann? 


/ A nt wo rt m ög I i c h ke i te n / 


a) 6 Jahre 

b) 10 Jahre 

c) 12 Jahre 

d) 16 Jahre 

_ J 

Diese Aufgabe wurde im Rahmen des Aufgabenwettbewerbs von Merle Friederichsen 
(Schülerin aus Großburgwedel) vorgeschlagen und zur drittbeliebtesten Aufgabe bei 
„Mathe im Advent 2012“ gewählt. 

Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 148. 







Verknotete Weihnachten 


Der Weihnachtsmann muss sich beeilen, er ist schon spät dran. Heute müssen alle 
Geschenke auf der ganzen Welt verteilt werden. Nur noch schnell die Rentiere vor den 
Schlitten spannen und los geht's! Doch was ist das? Da hat sich jemand einen Scherz 
erlaubt und die Zügel völlig verknotet! Den Knoten siehst du im Bild: 



„Das war bestimmt Ragna“, denkt der Weihnachtsmann und muss schmunzeln: Er 
hat sofort erkannt, dass die Zügel wie in einem keltischen Knoten zusammengeknotet 
sind. Keltische Knoten bestehen aus einem oder mehreren geschlossenen Bändern, 
die in bestimmten Mustern ineinander verschlungen sind. 





























? FRAGE ? 


Wie viele Bänder (Zügel) sind in diesem Muster (siehe erstes Bild) ineinander 
verschlungen? 


/ A nt wo rt m ög I i c h ke i te n / 


a) zwei Bänder 

b) drei Bänder 

c) vier Bänder 

d) fünf Bänder 




J 



Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 149. 










Die Bäckerwichtel Egon und Hugo haben sich entschlossen, den Rentieren noch ein¬ 
mal eine Freude zu machen: Die leckeren Hafer-Stroh-Kekse backen sie diesmal in 
Schlittenform, verziert mit Marmelade-Streifen. Genau 3x4= 12 dieser Schlitten¬ 
kekse passen dicht nebeneinander auf ein Backblech. Doch leider ist der Teig etwas 
flüssig geraten, sodass die Kekse im Ofen zerlaufen und zusammenbacken. 

Hugo (links im Bild) überlegt, wie er die Kekse am besten bricht, damit sie alle ein¬ 
zeln sind: „Stapeln geht nicht“, stellt er fest, „dann verschmiert die Marmelade“. Er 
schlägt deshalb vor, entlang der kurzen Linien drei Kekse auf einmal abzubrechen. 
Egon (rechts im Bild) meint: „Entlang der langen Linien kann ich sogar gleich vier 
Schlittenkekse auf einmal abbrechen. Dann bin ich noch schneller. “ 



Hugo zweifelt an Egons Überlegung: „Wenn du vier Kekse auf einmal abbrichst, musst 
du jeden Streifen ja noch dreimal brechen. Ich muss meine Streifen nur zweimal bre¬ 
chen. Vielleicht gibt’s aber auch noch eine bessere Methode?“ 









Wie oft muss Egon die zusammengebackene Keksmasse mindestens brechen, 
um alle zwölf Schlittenkekse voneinander zu trennen? 

(Hinweis: Beachte, dass das Stapeln der Kekse nicht geht. Zusammenhängende 
Keksstücke können nur einzeln gebrochen werden.) 



a) Mit 5-mal Brechen kann Egon alle 12 Schlittenkekse voneinander trennen. 

b) Egon kann mit 9-mal Brechen alle 12 Schlittenkekse voneinander trennen. 

c) Egon muss genau 11-mal brechen, um alle 12 Kekse voneinanderzu trennen. 

d) Egon muss so oft brechen, wie er Kekse hat, also 12-mal, um alle voneinan¬ 
der zu trennen. 


V 


J 


Die Lösung zu dieser Aufgabe findest du auf Seite 151. 
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Moderne Technik 

Antwortmöglichkeit a) ist richtig. Die Kamera wird Bild A aufnehmen. 

Die Kamera zeigt das Bild vor dem Auslösen verkehrt herum auf dem Bildschirm an. 
Das gespeicherte Bild zeigt aber alles so, wie du es auch von der Position der Kamera 
aus sehen würdest. Du kannst dir überlegen, wie die drei Wichtel im ersten Bild von 
vorne aussehen. 

Es gibt zwei Anhaltspunkte, an denen du erkennen kannst, welches der vier Bilder 
das richtige ist. Die Ausgangssituation ist im Text beschrieben und du siehst die drei 
Wichtel auch von hinten auf dem ersten Bild. Die Kamera nimmt von vorne auf. Wenn 
du die Ansicht von hinten nach vorne wechselst, drehen sich rechts und links um. 
Oben und unten bleiben gleich. 

1. Anhaltspunkt: Fredi hält die Kamera in seiner rechten Hand. Auf dem Bild muss sie 
deshalb links zu sehen sein. Es kommen also nur die Bilder A und C in Frage. 

2. Anhaltspunkt: Ragna steht rechts von Fredi und Hubertine links von ihm. Da sich 
in der gedrehten Ansicht rechts und links vertauschen, sind auf dem Bild Ragna links 
und Hubertine rechts zu sehen. Dies ist in Bild A und B der Fall. 

Da Bild B schon beim 1. Anhaltspunkt ausgeschlossen wurde, muss Bild A das richtige 
sein. 

Zum Weiterdenken 

a) Wie funktioniert die Aufnahme des Bildes? Wie verlaufen die Lichtstrahlen und 
was ist eine Lochkamera? Auf welchen Materialien kann das Bild aufgenommen 
werden? Warum erhältst du ein eckiges Bild, obwohl die Linse im Objektiv rund ist? 

b) Bevor Oswald das Foto macht, wird es ihm wie ein Spiegelbild angezeigt. Das 
kannst du auch bei einem echten Smartphone beobachten. Welche Spiegelungen 
und/oder Drehungen sind dafür verantwortlich? 

c) Das Bild wird dir nach der Aufnahme richtig herum angezeigt. Wird es aber auch 
schon so aufgenommen? Welche Spiegelungen und Drehungen kommen bei der 
Aufnahme und bei der Anzeige des Bildes vor? 

d) Wo befinden sich jeweils die Dreh- und Spiegelachsen? 




Gebrauchsanweisung ohne Stiefel 


Antwortmöglichkeit b) ist richtig. Der Stiefel steht für die Zahl 6. 

Das vollständige Ergebnis ist dieses: 

4 # 4 + tu 

0 12 3 4 



Lösungsweg 

Untersuchst du die Gleichungen systematisch, kannst du Schritt für Schritt die Sym¬ 
bole zuordnen. Als erstes suchst du dir die Gleichungen heraus, die du eindeutig lösen 
kannst. Die Ergebnisse kannst du dann in die anderen Gleichungen, die mehrere mög¬ 
liche Lösungen haben, einsetzen: 

Nur mit . = 0 kann die Gleichung ^ = gelöst werden. 

Weil die Gleichung ‘4* . ‘4* = gilt, kann der 4 4* nur „0“ oder „ 1 “ sein. Da die Null 
schon vergeben ist, muss ‘4* = i sein. 

Die Gleichung ^ • £ kann nur von „0“ oder „2“ gelöst werden. Die Null 

ist bereits vergeben, deshalb bleibt nur noch die Möglichkeit = 2. 

Durch • = " weißt du, dass eine einstellige Quadratzahl sein muss, also 

entweder „4“ (2 2 = 2 • 2) oder „9“ (3 2 = 3 • 3). Da die „2“ durch £. bereits vergeben 
ist, muss = 3 und = 9 sein. 


Die Zahlen „0“, „1“, „2“, „3“ und „9“ sind nun vergeben. 

Die vorletzte Gleichung lautet: £ ■ fj§l = * J 

Da alle Symbole für einstellige Zahlen stehen und du bereits weißt, dass ^. = 2 ist, 
kann das Iffl nur noch „4“ sein, denn 2-4 = 8. Eine höhere Zahl kommt nicht in Frage, 
denn 2 • 5 = 10 ist schon zweistellig. Damit steht der < J für die „8“. 

Jetzt fehlen dir nur noch die Zahlen „5“, „6“ und „7“. 

Die Gleichung - |(jj| = (= 2) kann nur durch 

Übrig bleiben die „6“ und das Symbol ^1, also ist ^1 


= 7 und jiiiu 
= 6 . 


5 gelöst werden. 



Mathematische Exkursion 

Wie du siehst, ist es für das Lösen dieser Aufgabe sehr hilfreich, sich gewisse Eigen¬ 
schaften von Zahlen zu Nutze zu machen. 

Die Null hat zum Beispiel bei der Addition die besondere Eigenschaft, dass egal zu 
welcher Zahl du sie addierst, das Ergebnis immer genau diese Zahl bleibt, z. B. ist 
3 + 0 = 3 oder, wie in dieser Aufgabe, 0 + 0 = 0. 

Allgemein kannst du das so schreiben: 
n + 0 = 0 + n, wobei n irgendeine beliebige Zahl ist. 

Eine ähnliche Eigenschaft hat die Zahl Eins bei der Multiplikation. Multiplizierst du 
irgendeine Zahl mit Eins, so ist das Ergebnis auch eben diese Zahl, z. B. ist 3 • 1=3 
und 1 • 1 = 1. 

Allgemein ist n ■ 1 = 1 • n = n, wobei n wieder eine beliebige Zahl ist. 

Zahlen mit dieser Eigenschaft nennt man neutrales Element. Die 0 ist das neutrale 
Element der Addition und die 1 ist das neutrale Element der Multiplikation. 

Allgemein ist ein neutrales Element etwas, was Dinge (oder Elemente) unter einer 
Operation unverändert lässt. 

Mit Operation kann eine Rechenoperation wie Addieren oder Multiplizieren gemeint 
sein und mit Elementen zum Beispiel Zahlen. Du kannst aber auch ganz andere 
Operationen und Elemente betrachten. 

Stell dir zum Beispiel vor, ihr tauscht in eurer Klasse die Sitzplätze. Die Elemente 
sind in diesem Fall die Sitzplätze und die Operation ist das Tauschen des Sitzplatzes 
zwischen zwei (oder mehr) Personen. Das neutrale Element ist in diesem Fall das 
Sitzenbleiben auf eurem Platz. 





Gefärbte Rentiere 


Antwortmöglichkeit d) ist richtig. Die Karte von Barbados kann nicht mit drei 
Farben gefärbt werden. 

Die karibischen Inseln Kuba, Jamaika und Haiti kannst du mit drei Farben einfärben 
(siehe Bild). Auf Barbados benötigst du dafür vier Farben. Die orange gefärbte Region 
im Zentrum von Barbados ist von fünf Regionen umgeben. Diese fünf Regionen kön¬ 
nen alle nicht orange sein, weil die Mitte schon orange ist. Färbst du sie abwechselnd 
gelb und grün, so geht es nicht auf, weil „5“ eine ungerade Zahl ist: „Gelb - Grün - 
Gelb - Grün - Gelb“ geht nicht. Es würden sich dann „Gelb - Gelb“ (Anfang und Ende) 
treffen und zwei benachbarte Regionen hätten dieselbe Farbe. Hier benötigst du also 
eine vierte Farbe. Im Bild ist diese fünfte Region blau. 



Der Weihnachtsmann braucht also für Barbados ein viertes Team. 

Blick über den Tellerrand 

Mehr als vier Farben braucht der Weihnachtsmann übrigens nicht. Das ist bei jeder 
Landkarte so, in der nur zusammenhängende Gebiete Vorkommen. Es dauerte aber 
mehr als 100 Jahre, bis diese Aussage von der mathematischen Welt als richtig ak¬ 
zeptiert wurde. 















In der Mathematik geht es seit der Antike oft darum, Vermutungen als wahr oder 
falsch zu erkennen. Das sichere Erkennen, dass eine Vermutung richtig ist, nennt man 
Beweisen. Außer den Beweisen gibt es Gegenbeweise, wenn eine Vermutung sicher 
als falsch erkannt wird. 

Färbeprobleme haben in der Mathematik eine lange Tradition. Bereits 1852 hat der 
südafrikanische Mathematiker und Botaniker Francis Guthrie die Vier-Farben-Vermu- 
tung aufgestellt. Sie besagt, dass du jede ebene Landkarte mit vier Farben so einfär- 
ben kannst, dass keine zwei benachbarten Regionen die gleiche Farbe bekommen. 
Zu dieser Vermutung kam Guthrie, als er auf einer Landkarte die Grafschaften von 
England einfärbte. 

Doch Guthrie konnte seine Vermutung nicht beweisen. Er schickte die Frage an den 
Mathematikprofessor Augustus De Morgan, der das Problem kurz darauf veröffent¬ 
lichte. Bereits ein Jahr später legte der mathematikbegeisterte Jurist Alfred Kempe 
einen Beweis vor. Er meinte gezeigt zu haben, dass vier Farben für das Färbepro¬ 
blem ausreichten. Die Vier-Farben-Vermutung schien bewiesen zu sein - jedenfalls 
für 11 Jahre. Doch dann entdeckte Percy Heawood 1890 im Beweis einen Fehler. Er 
konnte allerdings die Idee von Kempes Beweis benutzen, um zu zeigen, dass auf alle 
Fälle fünf Farben zum Färben einer Landkarte ausreichen. 

Bis spät ins 20. Jahrhundert hinein gab es zur Vier-Farben-Vermutung viele Beweise 
und Gegenbeweise. In allen wurden aber nach gründlicher Suche Fehler gefunden. 
Erst 1976 wurde von Kenneth Appel und Wolfgang Haken ein noch heute gültiger Be¬ 
weis gefunden. Es war der erste mathematische Beweis, der mithilfe von Computern 
erstellt wurde. 

Eine bewiesene Vermutung nennt man in der Mathematik einen Satz. Deshalb heißt 
die Vier-Farben-Vermutung von 1852 heute Vier-Farben-Satz. Viele Mathematiker 
finden den Beweis jedoch sehr unschön, da man sich auf die fehlerfreie Rechnung 
des Computers verlassen muss. Die Rechnungen per Hand nachzuvollziehen, würde 
jedoch viel zu lange dauern. Einen nicht-computergestützten Beweis des Vier-Farben- 
Satzes gibt es bis heute nicht. 



Quatromino 

Antwortmöglichkeit b) ist richtig. Baustein (2) kann als einziger so in den Wür¬ 
fel eingebaut werden, dass er wie im Bild oben zwischen den anderen Baustei¬ 
nen zu sehen ist. 

Du kannst in der Abbildung erkennen, dass der obere kleine Würfel des blauen Qua- 
trominos mit den unteren zwei kleinen Würfeln verbunden werden muss. An dieser 
Stelle scheiden Baustein (1) und Baustein (3) bereits als Lösungen aus. Bei diesen 
beiden flachen Quatrominos liegen alle Würfel in einer Ebene. 

Wichtig bei der Vervollständigung des blauen Bausteins ist, dass er aus genau vier 
Würfeln besteht. Die Verbindung der oberen mit der unteren Ebene kann in diesem 
Bild also nur über einen vierten Würfel passieren. Dafür gibt es zwei Möglichkeiten: 

Die erste Möglichkeit der Verbindung ist jene über die rechte Seite des oberen blauen 
Würfels. Wenn du das so entstehende Quatromino drehst, erkennst du, dass es Bau¬ 
stein (4) ist. Dieser Baustein kann aber nicht an dieser Stelle eingebaut sein, denn 
rechts neben dem oberen blauen Würfel liegt ja schon ein kleiner Würfel des grünen 
Bausteins. 

Die zweite Möglichkeit ist die Verbindung über die untere Seite des blauen Würfels. 
Diese einzig verbleibende Möglichkeit passt und so ergibt sich der Baustein (2) als 
richtige Lösung. 

Mathematische Exkursion 

Der 3 x 3 x 3-Würfel in dieser Aufgabe wird Somawürfel 
genannt. Der Somawürfel ist ein beliebtes 3D-Puzzle, das 
aus sieben Puzzleteilen besteht: ein einfaches L-Triomino 
und sechs Quatrominos. Es gibt noch ein siebtes Quatro¬ 
mino, den kleinen 2 x 2 x 1-Quader, siehe Bild. 

Dieses Quatromino ist kein Puzzleteil vom Somawürfel, denn ein 3 x 3 x 3-Würfel 
kann nur aus 3 • 3 • 3 = 3 3 = 27 kleinen Würfeln bestehen. Wären alle sieben Quat¬ 
rominos Somawürfel-Puzzleteile, so wäre mit 7 • 4 = 28 kleinen Würfeln ein kleiner 
Würfel zu viel. Deshalb ist ein Somawürfel-Puzzleteil „nur“ ein Triomino, bestehend 
aus drei kleinen Würfeln. 










Berühmt wurde der Somawürfel durch Veröffentlichungen des Magazins „Scientific 
American“ im Jahr 1958. Drei Jahre danach fanden der amerikanischen Mathema¬ 
tiker John Horton Conway und der britische Computerspezialist und Mathematiker 
Michael Guy heraus, dass es 240 verschiedene Möglichkeiten gibt, den Somawür¬ 
fel zusammenzusetzen. In Deutschland verbreitete sich der Somawürfel erst 1967 
durch die Zeitschrift „Bild der Wissenschaft“. Inzwischen gibt es viele verschiedene 
Puzzlespiele rund um den Somawürfel, die sich auch sehr gut für Knobler und für den 
Mathematikunterricht, Förder- und Forderstunden eignen. Die Puzzleteile kannst du 
mit etwas handwerklichem Geschick auch selbst aus Holz basteln. Beim Bauen und 
Spielen wird das räumliche Vorstellungsvermögen besonders geschult. 

Es gibt noch ein ähnliches 3D-Puzzle, den sogenannten Herzberger Quader. Er wurde 
von dem Herzberger Mathematiklehrer Gerhard Schulze erfunden. Der vielen Schü¬ 
lergenerationen bekannte „Mathe-Schulze“ gab ihm den Namen seiner Stadt. Der 
Herzberger Quader hat die Größe 4 x 5 x 2, er besteht also aus 40 kleinen Würfeln. 
Daraus hat Schulze elf Teile gebildet: einen Dominostein, zwei Triominos und acht 
Quatrominos. 

Zum Weiterdenken 

a) Welche Quatrominos liegen in dem unvollständigen Somawürfel dieser Aufgabe 
an welcher Stelle? Welche zwei Quatrominos vervollständigen den Würfel? Gibt es 
mehrere Möglichkeiten? 

b) Überlege dir, wie viele Triominos (aus drei kleinen Würfeln) es gibt. 

c) Aus fünf kleinen Würfeln kannst du ein Pentomino bauen. Es gibt ebene Pento- 
minos, die du gut auf Papier zeichnen kannst, und auch räumliche. Welche ver¬ 
schiedenen Pentominos gibt es? Achte darauf, dass keine Teile doppelt sind. Dies 
kannst du durch Drehen und Wenden der Teile überprüfen. Es wird jetzt sehr viel 
unübersichtlicher. Versuche deshalb, systematisch vorzugehen. 

d) Baue dir aus den ebenen (oder auch den räumlichen) Pentominos eigene Puzzles. 
Dabei musst du nicht alle Teile verwenden. Zeichne dir die Umrandung auf und 
tausche dein Puzzle mit jemand anderem aus. 

e) Baue dir einen Herzberger Quader aus 40 kleinen Holzwürfeln. Suche dir die not¬ 
wendigen Teile aus dem Internet zusammen. Die kleinen Holzwürfel kannst du mit 
Holzkleber zusammenkleben und zum Schluss glatt schmirgeln. Baue dir dazu aus 
bunter Pappe eine quaderförmige 4 x 5 x 2-Schachtel. 




Mandelliebe 

Antwortmöglichkeit d) ist richtig. Wichtel Frodo müsste insgesamt 16 777215 
Mandeln an Wichtel Holgar zurückzahlen. 

Holgar will an einem Tag immer doppelt so viele Mandeln wie am Vortag zurückbekommen. 

Beginnend mit einer Mandel am ersten Tag sind das zwei Mandeln am zweiten Tag, 
vier Mandeln am dritten Tag, acht Mandeln am vierten Tag, 16 Mandeln am fünften 
Tag und so weiter: 

1. Tag: 1 (= 2°) 

2. Tag: 2 - 1 = 2 (= 2 - 2° = 2 1 ) 

3. Tag: 2 • 2 = 4 (= 2 • 2 1 = 2 2 ) 

4. Tag: 2 - 4 = 8 (= 2 - 2 2 = 2 3 ) 

5. Tag: 2 • 8 = 16 (= 2 * 2 3 = 2 4 ) 

6. Tag: 2 • 16 = 32 (= 2 - 2 4 = 2 5 ) 

24. Tag: 2 • 4 194 304 = 8 388 608 (= 2 • 2 22 = 2 23 ) 

Um zu berechnen, wie viele Mandeln Frodo insgesamt an Holgar abgeben muss, ad¬ 
dierst du alle täglichen Mandelabgaben: 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + ... Das kannst du 
entweder Schritt für Schritt per Hand oder mit dem Taschenrechner machen oder du 
erkennst das Muster, das in der Rechnung steckt. Ein Muster erkennst du leichter, 
wenn du dir die Rechnungen systematisch notierst. Dazu eignet sich eine Tabelle be¬ 
sonders gut. Schaust du dir für jeden Tag die Summe genauer an, könnte dir auffallen, 
dass sie sich als „Zweierpotenz - 1“ schreiben lässt. 


Tag 

Rechnung 

Summe 

andere mögliche Rechnung 

Formel 

1 

1 

1 

2 - 1 

2 1 - 1 

2 

1 + 2 

3 

4-1 

2 2 - 1 

3 

3 + 4 

7 

8-1 

2 3 - 1 

4 

7 + 8 

15 

16 - 1 

2 4 - 1 

5 

15 + 16 

31 

32 - 1 

2 5 - 1 

6 

31 + 32 = (2 5 - 1) + 2 5 

63 

64 - 1 = 2 • 2 5 - 1 

2 6 - 1 






n 

(2"-’ - 1) + 2 n “' 


2 • 2"“' - 1 

2 n - 1 
















Das heißt nun für Frodo: 

Am ersten Tag muss er eine Mandel abgeben, am zweiten Tag zwei, also zusammen 
drei Mandeln. Am dritten Tag muss er vier Mandeln abgeben - das ist genau eine Man¬ 
del mehr als er an den vergangenen beiden Tagen bereits zusammen abgegeben hat. 

An den ersten drei Tagen hat Frodo dann insgesamt 1 +2 + 4 = 7 Mandeln abgegeben. 
Am vierten Tag muss er nun acht Mandeln abgeben. Auch das ist wieder genau eine 
Mandel mehr als er an allen drei Tagen vorher zusammen abgeben musste. In der Ta¬ 
belle kannst du erkennen, dass das auch an allen anderen Tagen so ist: Frodo muss an 
einem beliebigen Tag immer eine Mandel mehr abgeben als an allen vorherigen Tagen 
zusammen. 

Du kannst das auch umgekehrt sagen: Die Summe aller abzugebenden Mandeln bis 
zu einem bestimmten Tag ist immer um genau eine Mandel kleiner als die Anzahl an 
Mandeln, die Frodo am Tag danach abgeben muss. 

Dieses Muster erleichtert dir die Rechnung bis zum 24. Tag sehr. Denn nun musst du 
nur berechnen, wie viele Mandeln Frodo am 25. Tag zurückzahlen müsste und davon 
eine Mandel abziehen. 

Am 25. Tag müsste Frodo 2 24 = 16 777 216 Mandeln abgeben. Also würde er an den 24 
Tagen zuvor 16 777 216 - 1 = 16 777 215 Mandeln zurückzahlen müssen. 

Da er an 24 Tagen, nur 24 • 100000 = 2 400000 Mandeln bekommen würde, aber 
16 777 215 abgeben müsste, würde Frodo ungefähr siebenmal so viele Mandeln ab¬ 
geben müssen wie er von Holgar bekäme (16777215 : 2400000 ~ 7). Das Geschäft 
lohnt sich also nicht. 

Mathematische Exkursion 

Eine Zahl „hoch 0“, also eine Zahl mit dem Exponenten 0 ist immer gleich 1. Dies gilt 
für alle natürlichen Zahlen n: 

n° = 1, also 1°= 1,2°= 1,3°= 1 usw. 

Die Zahlen 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128,... sind jeweils ein Produkt nur aus Zweien: 

2, 4 = 2-2, 8 = 2- 2-2, 16 = 2 • 2 • 2 • 2 usw. 

Sie haben nur einen Faktor, nämlich die „2“. Man nennt sie deshalb auch Zweierpo¬ 
tenzen. Die Kurzschreibweise ist die Potenzschreibweise: 

2° = 1, 2 1 = 2, 2 2 = 4, 2 3 = 8, 2 4 = 16, 2 5 = 32 usw. heißen Zweierpotenzen. 



Blick über den Tellerrand 


Die Mandelliebe-Aufgabe erinnert an die überlieferte Aufgabe „Das Schachbrett und 
die Reiskörner“. 

Es gibt dazu verschiedene Geschichten. So zum Beispiel diese: 

Im alten Persien schenkte einmal ein kluger Höfling seinem König ein Schachbrett. Der 
König freute sich sehr darüber und versprach ihm als Dank die Erfüllung eines freien 
Wunsches. Der Höfling dachte eine Weile nach und wünschte sich dann nichts weiter 
als ein Schachbrett, gefüllt mit Reiskörnern. „Legt ein Reiskorn auf das erste Feld, zwei 
Reiskörner auf das zweite Feld, vier Reiskörner auf das dritte Feld und dann auf jedes 
weitere Feld stets die doppelte Anzahl an Körnern. “ Der König wunderte sich über die¬ 
sen bescheidenen Wunsch und versprach, ihn sofort zu erfüllen. Der Höfling lächelte 
und verneigte sich tief vor seinem Herrscher. 

Sofort wurde ein Sack Reis herbeigeholt und auf den Feldern des Schachbretts ver¬ 
teilt. Bald stellten sie fest, dass ein Sack Reis gar nicht ausreichen würde, und ließen 
noch mehr Säcke aus dem Getreidespeicher holen. Schon auf das zehnte Feld mussten 
512 Körner gelegt werden. Beim 21. Feld waren es schon über eine Million Körner! 
Und bald waren die gesamten Reisvorräte im Reich des Königs verbraucht. Mit seinem 
Wunsch wurde der Höfling zum reichsten Mann der Welt und der König wurde bettelarm. 

Hätte der König rechnen können, wäre ihm diese Dummheit sicher nicht passiert. 
Allein auf dem 64. Feld liegen 9 223 372 036 854775 808 Reiskörner. Berechnet man 
die Summe aller Reiskörner auf den 8 • 8 = 64 Schachbrettfeldern, ergibt sich die un¬ 
glaubliche Zahl von 18 446 744073 709 551 615 (18 Trillionen 446 Billiarden 744 Bil¬ 
lionen 73 Milliarden 709 Millionen 551 Tausend und 615) Reiskörnern. Damit könnte 
man die gesamte Erdoberfläche bedecken! 



Maximale Ausbeute 

Antwortmöglichkeit c) ist richtig: Drei große und vier kleine Geschenke nutzen 
das Papier am besten aus. 

Lösungsweg 1 

Du kannst die Aufgabe durch Zeichnen lösen. Dafür hilft kariertes Papier, eine quad¬ 
ratische Excel-Tabelle oder auch ein Geometrieprogramm wie zum Beispiel Geogebra. 
Zeichnest du auf einem Karopapier, wähle dir den Maßstab so, dass du den gesamten 
Geschenkpapierbogen darauf abbilden kannst. Verkleinerst du den Bogen zum Bei¬ 
spiel auf ein Zehntel (Maßstab 1:10), wäre der 1 m x 1 m-Bogen noch 10 cm x 10 cm 
groß. Dies entspricht auf Karopapier 20 Kästchen x 20 Kästchen, wie im (wiederum 
verkleinerten) Bild. 

Die kleinen Geschenkbögen sind im Original 30 cm x 25 cm groß und in der 1:10 Ver¬ 
kleinerung 6 Kästchen x 5 Kästchen. Die großen Geschenkbögen sind 65 cm x 30 cm 
groß und entsprechen 13 Kästchen x 6 Kästchen. Schneidest du dir entsprechend 
viele Schablonen, so kannst du alle Antwortmöglichkeiten auf deinem verkleinerten 
Geschenkbogen verteilen und so leicht erkennen, wie viele Kästchen nicht genutzt 
werden (also Abfall sind) und ob die Kombination überhaupt auf den großen Bogen 
passt. Daraus ergibt sich, welche Kombination das Geschenkpapier am besten aus¬ 
nutzt. Die Geschenkbögen sind in Orangetönen gefärbt, der Abfall ist blau. 



Kombination a) 


















Du kannst erkennen, dass alle vier Kombinationen auch wirklich aus dem Bogen aus¬ 
geschnitten werden können. Bei Kombination a) bleiben 52 Kästchen übrig, bei 
b) 64 Kästchen, bei c) nur 46 Kästchen und bei d) 58 Kästchen. Damit hast du bei der 
Kombination c) am wenigsten Abfall. 


Lösungsweg 2 

Du kannst den Abfall auch mithilfe der Rechteck-Flächenformel berechnen. Am Ende 
musst du noch prüfen, ob du die Bögen auf dem großen Stück Papier verteilen kannst. 
Um den Flächeninhalt F (oder A für englisch „area“) eines Rechtecks zu berechnen, 
multiplizierst du seine Länge (a) mit der Breite (b). Als Formel wird es so geschrieben: 
F = a • b 


Das Papier für das kleine Geschenk ist 25cm x 30cm = 750cm 2 groß und das Papier 
für das größere Geschenk 65 cm x 30 cm = 1 950 cm 2 . Für die Kombinationen ergeben 
sich folgende Summen: 


F (für Kombination a) = 
F (für Kombination b) = 
F (für Kombination c) = 
F (für Kombination d) = 


1 • 1 950 cm 2 + 9 • 

2 • 1 950 cm 2 + 6 • 

3 • 1 950 cm 2 + 4 • 
4•1 950 cm 2 + 1 • 


750 cm 2 = 8 700 cm 2 
750 cm 2 = 8 400 cm 2 
750 cm 2 = 8850 cm 2 
750 cm 2 = 8550 cm 2 


Da bei Kombination c) der größte Flächeninhalt herauskommt, hast du dort am we¬ 
nigsten Abfall. Doch Vorsicht: Die Rechnung allein reicht nicht aus! Es könnte nämlich 
sein, dass sich die Kombination an Geschenkbögen nicht auf dem großen quadrati- 



















sehen Stück Geschenkpapier verteilen lässt. Zur Kontrolle musst du auch hier zeich¬ 
nen, jedoch nur einmal genau diese Kombination. Die entsprechende zeichnerische 
Lösung findest du im Lösungsweg 1. Demnach passt Kombination c) tatsächlich auf 
den großen Bogen. 

Blick über den Tellerrand 

Nicht nur in der Wichtelwerkstatt wird versucht, Material zu sparen. Dieses Problem 
beschäftigt auch viele Industrien. Beispielsweise werden in der Bekleidungsindustrie 
Computerprogramme verwendet, die berechnen, wie die Schnittmuster für die ein¬ 
zelnen Teile der Kleidungsstücke auf dem Stoff verteilt werden müssen, um so wenig 
Material wie möglich zu verbrauchen. Anders als bei dieser Aufgabe müssen dabei 
teilweise auch andere Faktoren, wie z. B. das Muster des Stoffes, in die Berechnung 
miteinbezogen werden. Die Rechnungen können dadurch sehr kompliziert werden. 

Wir haben den Titel der Aufgabe „Maximale Ausbeute“ bewusst gewählt. In der Wirt¬ 
schaft wird ständig versucht, Prozesse zu optimieren und Kosten zu sparen. Dies 
trifft oft auch den sozialen Bereich und macht vor den arbeitenden Menschen nicht 
halt. Zum Beispiel werden Kleidungsstücke, die in Deutschland billig verkauft werden, 
häufig unter sehr schlechten Arbeitsbedingungen, oft auch von Kindern, hergestellt 
(speziell in Südostasien). Die Löhne sind so niedrig, dass sie kaum für ein Überleben 
der Familien reichen, geschweige denn für eine angemessene Bildung der Kinder. 

Zum Weiterdenken 

a) Finde ein Schnittmuster von einem T-Shirt (oder von anderen Kleidungsstücken) 
und versuche, es möglichst platzsparend auf einem rechteckigen Papier (anstatt 
auf einer Stoffbahn) anzuordnen. 

b) Wie ändert sich die Anordnung, wenn du für das Kleidungsstück einen gemuster¬ 
ten Stoff verwendest, z. B. einen gestreiften Stoff? 

c) Finde noch andere Industrien, in denen - wie in dieser Aufgabe - materialsparend 
produziert werden muss. 



J Pack ma’s 

Antwortmöglichkeit d) ist richtig: Es stimmt nicht, dass Iffi am langsamsten packt. 

Um die richtige Antwort zu finden, musst du dir verdeutlichen, wie das Diagramm zu 
lesen ist: Je weiter außen die Ecke liegt, durch welche die Linie eines Wichtels geht, 
desto besser hat Esmeralda den Wichtel in der zugehörigen Kategorie bewertet. Nun 
kannst du dir die einzelnen Antworten ansehen: 


a) Hubertine packt die Geschenke zwar am variabelsten ein, achtet dafür aber am 
wenigsten auf die Schönheit der Verpackungen. 

Das stimmt: Hubertines Liniennetz ist das gelbe. In Richtung der Ecke „packt variabel 
ein“ liegt es am weitesten außen. Hubertine wurde in dieser Kategorie also am besten 
bewertet. In Richtung der Ecke „packt schön ein“ liegt es allerdings als einziges ganz 
innen. Daher schneidet sie in dieser Kategorie am schlechtesten ab. In der Zeichnung 
sind die entscheidenden Stellen mit Pfeilen hervorgehoben: 



nutzt das 


packt 
schön ein 


packt 

schnell 


kommt pünktlich 


packt 
variabel 


verklebt 


- Iffi 


Hubertine 


— Oswald 


- Ollo 


b) Ollo ist der Pünktlichste, dafür nutzen Hubertine und Oswald aber das Papier besser. 
Ollos Liniennetz ist violett. In Richtung der Ecke „kommt pünktlich“ befindet es sich 
als einziges ganz außen: Ollo ist also der Pünktlichste. In Richtung der Ecke „nutzt 
das Papier gut“ liegen das gelbe und das grüne Liniennetz - also Hubertines und Os¬ 
walds - im inneren Bereich, dennoch weiter außen als Iffis und Ollos. Sie nutzen das 
Papier daher besser. Die Aussage stimmt. In der Zeichnung sind die entscheidenden 
Stellen mit Pfeilen hervorgehoben: 















c) Oswald nutzt das Papier am besten, verklebt die Geschenke aber weniger ordentlich 
als Ollo und Hubertine . 

Oswalds Liniennetz ist das grüne. Es liegt in Richtung der Ecke „nutzt das Papier gut“ 
am weitesten außen. Oswald ist in dieser Kategorie also der Beste. Sein Liniennetz 
ist in Richtung der Ecke „verklebt ordentlich“ aber als einziges ganz innen. Oswald 
verklebt die Geschenke also am unordentlichsten und daher auch schlechter als Ollo 
und Hubertine. Auch diese Aussage stimmt. Die entscheidenden Stellen sind in der 
Zeichnung mit Pfeilen hervorgehoben: 
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d) iffi packt zwar die schönsten Geschenke, dafür aber auch am langsamsten. 

Iffis Liniennetz ist blau. Es liegt sowohl in Richtung der Ecke „packt schön ein“ als 
auch in Richtung der Ecke „packt schnell“ am weitesten außen. In beiden Kategorien 
schneidet Iffi am besten ab: Sie packt also am schnellsten, nicht am langsamsten. 
Aussage d) ist daher falsch. Die entscheidenden Stellen sind in der Zeichnung mit 
Pfeilen hervorgehoben: 



Blick über den Tellerrand 

Esmeralda hat als Leiterin der Geschenke-Abteilung sehr viele Daten gesammelt, um 
den vier Auszubildenden eine Rückmeldung über die Entwicklung ihrer Fähigkeiten zu 
geben. Die unzähligen Notizzettel hätte Esmeralda den vier Wichteln natürlich auch 
einfach überreichen können. Doch das wäre unübersichtlich und zeitaufwendig. Des¬ 
wegen ist es nicht nur bei den Wichteln, sondern auch in ganz vielen anderen Berei¬ 
chen oft sinnvoll, Daten zusammenzufassen und in Diagrammen darzustellen. 

Es gibt viele verschiedene Arten von Diagrammen: zum Beispiel Säulen-, Balken-, 
Kreis-, Punkt-, Linien- oder auch Netzdiagramme. Säulendiagramme kennst du sicher 
schon aus der Schule, dem Fernsehen oder der Zeitung. Sie werden z. B. bei der 
Darstellung von Wahlergebnissen verwendet. Wenn Esmeralda die Pünktlichkeit der 
vier Auszubildenden mit einem Säulendiagramm darstellen würde, könnte das so aus- 
sehen: 
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1 1 1 1 

Iffi Hubertine Oswald 

Ollo 



Jedem Wichtel gehört eine Säule. Je höher die Säule ist, desto pünktlicher ist der 
Wichtel. Eine wesentliche Eigenschaft von Diagrammen ist es dabei, nur das Wich¬ 
tigste darzustellen. Das ist einerseits ein Vorteil: Du kannst dem Diagramm sofort 
entnehmen, dass Ollo am Pünktlichsten ist und Iffi am Unpünktlichsten. Andererseits 
gehen bei Diagrammen auch Informationen verloren. Dir muss dann der Zusammen¬ 
hang bekannt sein, damit du die Darstellung richtig verstehst. 

Zudem kannst du mit der Darstellungsform den 
Eindruck verändern, den ein Diagramm beim An¬ 
schauen erzeugt. Wenn du bei dem gleichen Dia¬ 
gramm die waagerechten Linien weglässt und es 
dazu noch stark in die Länge ziehst, sieht es so 
aus, als wären die Unterschiede zwischen den 
Wichteln viel größer. Der optische Eindruck verän¬ 
dert sich, die Unterschiede wirken hier viel größer. 

Aus den bisherigen Diagrammen kannst du also 
nicht ablesen, wie stark sich die Wichtel unter¬ 
scheiden. Es bleibt Esmeraldas Geheimnis, wie sie 
zu diesen Bewertungen kommt. Die Diagramme 
wären genauer, wenn beide Achsen beschriftet 
wären, zum Beispiel so (siehe folgende Seite): 
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Hubertine Oswald 



Diesem Diagramm kannst du jetzt entnehmen, wie oft die einzelnen Wichtel im letzten 
Monat pünktlich waren: Ollo fast 20-mal, Iffi nur knapp über 5-mal. Dieses Diagramm 
enthält daher schon viel mehr Informationen. 

In den bisherigen Diagrammen ist nur eine einzige Eigenschaft dargestellt. Doch es 
geht auch anders! Esmeralda kann in einem Säulendiagramm auch verschiedene Ei¬ 
genschaften nebeneinander darstellen. Das könnte z. B. so aussehen: 



In diesem Säulendiagramm sind genau die sechs Eigenschaften bzw. Fähigkeiten 
dargestellt, die auch in der Aufgabe Vorkommen. Esmeralda hat sich allerdings für 
eine Darstellung im Netz entschieden. Durch die geschlossenen Liniennetze in den 
verschiedenen Farben kann ein Wichtel einfacher erkennen, wie gut seine Leistung 
insgesamt bewertet wurde. Ihr Netzdiagramm hat in jede der sechs Richtungen sechs 
Stufen. Daher musste sie für jede der sechs Eigenschaften, die sie bewertet hat, erst 
einmal festlegen, wann die Wichtel die einzelnen Stufen erreichen. Bei der Pünktlich- 



















keit könnte Esmeralda z. B. für dreimal pünktlichen Arbeitsbeginn pro Monat einen 
Punkt vergeben haben. Iffi hat mit sechs pünktlichen Arbeitsstarts daher Stufe 2 er¬ 
reicht, Ollo mit seinen 19 pünktlichen Starts Stufe 6. 

Auch das Netzdiagramm hat - wie jedes andere Diagramm - Vor- und Nachteile: Auf 
einen Blick lässt sich relativ gut sehen, dass jeder Wichtel ein paar gute Eigenschaften 
hat und ein paar, in denen er sich verbessern kann. Alle sechs Eigenschaften sind hier 
gleich wichtig. Ein Nachteil des Netzdiagramms wurde schon erwähnt: Alle dargestell¬ 
ten Eigenschaften müssen in gleich viele Stufen unterteilt werden. Dadurch können 
die Informationen darüber verloren gehen, wie die Bewertungen entstanden sind. 

Ein Netzdiagramm kann unterschiedlich aufgebaut sein. Meistens hat es 5 bis 7 
Ecken, weil es sonst zu unübersichtlich wird. Zu beachten ist deshalb: Da es nur aus¬ 
gewählte Eigenschaften sind, gibt das Netzdiagramm kein Gesamturteil! Du kannst 
also beispielsweise nicht die Flächeninhalte der Liniennetze (Sechsecke) miteinander 
vergleichen um eine allgemeine Bewertung vorzunehmen. 

Diagramme sind also eine gute Hilfe, um Daten darzustellen. Für einen ersten Ein¬ 
druck brauchst du oft nur einen kurzen Blick. Nachteile von Diagrammen sind: Es 
müssen einige Daten ausgewählt werden, andere Daten gehen verloren. Außerdem 
kommt es sehr darauf an, wie die Daten dargestellt werden. Gleiche Daten können zu 
ganz unterschiedlichen Diagrammen führen und wirken dann auch sehr verschieden. 
Deshalb musst du beim Lesen immer den Aufbau des Diagramms mit anschauen. 
Gerne wird auch mit Diagrammen gemogelt und dir ein Eindruck vermittelt, der völlig 
übertrieben ist. Auch wenn du selbst ein Diagramm verwenden möchtest, musst du 
die Informationen gut auswählen und sie geeignet darstellen. 

Zum Weiterdenken 

a) Führe mit deinen Freunden oder in deiner Klasse eine Bewertung oder eine Befra¬ 
gung durch. Erstelle für die erhobenen Daten ein Diagramm, welches die gesam¬ 
melten Informationen möglichst geeignet darstellt. Suche dir dazu interessante 
Fragen aus, wie zum Beispiel: 

• Welches Instrument wird am häufigsten gespielt? 

• Welcher Wichtel ist der beliebteste? 

• Wie gut sind eure Fähigkeiten in verschiedenen Sportarten ausgebildet? 

b) Lassen sich für alle Fragen, die du dir ausdenken kannst, die Antworten in einem 
Diagramm darstellen, oder sind nur bestimmte Fragen geeignet? 



Weihnachtsbaum 2.0 


Antwortmöglichkeit b) ist richtig: Die Scheibe an der Spitze ist golden. 

Du kannst den Baum Schritt für Schritt mit den farbigen Scheiben bestücken. Dabei 
musst du Willis Wunsch beachten, dass nicht zwei gleichfarbige Scheiben durch eine 
Kufe verbunden werden. Wenn du von unten links ausgehst, gibt es für die jeweils fol¬ 
genden Scheiben nur eine einzige Möglichkeit, sie zu färben, denn zwei benachbarte 
Scheiben sind immer mit einem nächsten, noch freien Platz verbunden. An diesem 
Platz benötigt man also eine Scheibe mit der dritten Farbe. Dadurch entstehen zwei 
neue Nachbarn, die wieder die Farbe der nächsten Scheibe festlegen und so weiter. 
So gibt es nur eine einzige Möglichkeit, wie du schrittweise den Baum mit den far¬ 
bigen Scheiben bestücken kannst. Die Scheibe an der Spitze kann dann nur golden 
sein. Im Bild siehst du die vollständige Anordnung. 



Zum Weiterdenken 

a) Welche Farbe hätte die Scheibe an der Spitze, wenn Wichtel Willi anders angefan¬ 
gen hätte? Wie viele mögliche Fälle gibt es? 

b) Stell dir vor, der Baum wäre dreidimensional, so wie ein üblicher Weihnachtsbaum. 
Lässt sich der 3D-Baum noch mit den drei Farben nach der Nachbarregel schmü¬ 
cken oder benötigst du eine oder gar zwei weitere Farben? 

Möchtest du mehr über Färbeprobleme wissen, schau in den „Blick über den Teller¬ 
rand“ bei der Lösung zur Aufgabe „Gefärbte Rentiere“ auf Seite 78/79.. 




Spiel des Lebens 

Antwortmöglichkeit a) ist richtig: Wichtel Ollo erreicht in zwei Schritten den 
Zustand „Wolke“. 

Nachdem Ollo den Startknopf gedrückt hatte, passierte Folgendes: 
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Die Zahlen auf den Feldern geben an, wie viele gelbe Nachbarflächen sie jeweils 
haben. Nach zwei Runden ist schon der Endzustand erreicht - an der Anzahl der 
Nachbarn kannst du erkennen: Kein gelbes Feld wird mehr blau, denn alle gelben 
Felder haben zwei gelbe Nachbarn. Gleichzeitig wird kein blaues Feld mehr gelb, denn 
keines hat drei gelbe Nachbarn. Es ist also ein Stillstand erreicht. Damit hat Wichtel 
Ollo gewonnen. 


Blick über den Tellerrand 

Das in den 70er- und 80er-Jahren sehr beliebte „Spiel des Lebens“ (oder im Original 
„Game of Life“) ist von John Horton Conway, einem Mathematiker aus Cambridge 
(England) erfunden worden. Es basiert auf einem sogenannten zweidimensionalen 
zellulären Automaten, mit dem die Entwicklung von Lebewesen einer Population nach¬ 
gespielt werden kann: 

Zu Beginn gibt es eine gewisse Anzahl lebender Zellen, die in einem karierten Feld 
farblich markiert sind (Anfangspopulation, hier: gelbe Felder). Diese lebenden Zel¬ 
len verändern in der nächsten Generation (hier: Spielrunde) ihren Zustand: Manche 
lebenden Zellen sterben ab (werden dann blau), andere lebende Zellen bleiben am 
Leben (bleiben also gelb). Die Überlebensregeln werden vorab im Spiel festgelegt. Die 
Aufgabe oben ist ein typisches Beispiel: Alle Zellen mit zwei oder drei lebenden Nach¬ 
barn bleiben in der Folgegeneration am Leben (sie bleiben also gelb). Beim „Game of 
Life“ können auch tote Zellen wieder lebendig werden. In unserer Aufgabe oben ge- 




























schah dies bei genau drei gelben Nachbarfeldern. Die zwei verschiedenen Zustände 
der Zellen (hier: gelb und blau) wechseln sich also nach bestimmten Regeln ab. Es gibt 
eine Anfangssituation und Regeln, nach denen sich die Zustände von Runde zu Runde 
verändern. Diese Regeln sind der Natur nachempfunden, denn auch dort vermehren 
sich Populationen, wenn sie genügend Raum haben und sterben ab, wenn sie zu viele 
sind. 

Beim „Game of Life“ gibt es verschiedene Zustände, die eigene Namen haben. Da 
wäre zunächst das sogenannte Stillleben - stabile Populationen, die sich nicht mehr 
verändern. Es gibt auch Blinker. Das sind Populationen, die immer zwischen zwei Zu¬ 
ständen hin und her wechseln und damit den Eindruck eines Blinkers hinterlassen 
(so, wie du es vom Auto-Blinker kennst). Dann gibt es noch Gleiter, die sich sozusa¬ 
gen schleichend fortbewegen. Außerdem gibt es Fresser (englisch: „ Eater“): Dies sind 
Stillleben, die einen auftreffenden Gleiter fressen und damit töten (eliminieren). 

Anstatt auf einem karierten (quadratischen) Feld kann man das Spiel des Lebens 
auch auf einem Wabenfeld mit lauter Sechsecken spielen. Dort beträgt dann die An¬ 
zahl der Nachbarfelder nicht acht, sondern nur sechs. Es gibt auch dreidimensionale 
„Game of Life“-Simulationen oder auch die Möglichkeit, anstelle von zwei verschiede¬ 
nen Zuständen (gelb/blau bzw. tot/lebend) weitere Zustände zuzulassen. 

Um das ursprüngliche „Game of Life“ hat sich seit 1970 Vieles entwickelt. Es gibt 
Computerprogramme, mit denen man „Game of Life“ spielen kann, es gibt Anwendun¬ 
gen in der Biologie und Medizin usw. Im Internet findest du zahlreiche Webseiten, auf 
denen du dich informieren kannst. 

Die Forschung in diesem Spiel ist immer noch aktuell. Im Sommer 2013 errang 
die 18-jährige Schülerin Jessica Lackas einen Bundessieg beim Schülerwettbewerb 
„Jugend forscht“ mit ihrer Analyse eines besonderen Problems vom „Spiel des Le¬ 
bens“. Sie entwickelte eine Software für den Vergleich verschiedener Lösungsansätze 
mit der Fragestellung: „Wie viele lebende Zellen passen maximal auf ein Spielfeld be¬ 
stimmter Größe, ohne dass sie sich in die Quere kommen?“ Du kannst mehr darüber 
auf der Webseite von Jugend forscht nachlesen. 



Zum Weiterdenken 

a) Kannst du vier andere gelbe Felder wählen, die einen stabilen Endzustand erge¬ 
ben? 

b) Beim Spiel in dieser Aufgabe gibt es einen Rand, deren Zellen weniger Nachbarn 
haben als die inneren Zellen. Du könntest aber auch festlegen, dass die Zellen des 
oberen Rands mit denen des unteren Rands verbunden werden, ebenso die Zellen 
des rechten mit denen des linken Rands. Dann gibt es einen Kreislauf und jede 
Zelle hat acht Nachbarzellen. Was ändert dies an dem Spielausgang für Ollo? 

c) Denke dir weitere Regeln aus und entwerfe so dein eigenes „Spiel des Lebens“. 




Rentiersalat 


Antwortmöglichkeit a) ist richtig. „CMJUAF“ steht für das Rentier mit dem Na¬ 
men „BLITZE“. 


Auf dem Notizzettel ist der Rentiername „RUDY“ als „SVEZ“ verschlüsselt worden. Ein 
„S“ im verschlüsselten Text steht demnach für ein „R“ im normalen Text. Das heißt 
umgekehrt, dass ein „R“ beim Verschlüsseln zu einem „S“ wird. 

Weil im verschlüsselten Namen „CMJUAF“ kein „S“ vorkommt, kannst du die Antwort¬ 
möglichkeiten b) „DASHER“ und d) „SAUSER“ wegen des enthaltenen „R“ ausschlie¬ 
ßen. 


Es bleibt also die Entscheidung zwischen den Antwortmöglichkeiten a) „BLITZE“ oder 
c) „FLINKE“. Hierzu musst du die Methode herausfinden, mit der verschlüsselt wurde. 
Der Tipp in der Aufgabe sagt dir, dass die Reihenfolge der Buchstaben im Alphabet in 
der Verschlüsselung beibehalten wird. Schaust du genau hin, siehst du: Ein „R“ wird 
zum „S“, ein „U“ zum „V“, ein „D“ zum „E“ und ein „Y“ zum „Z“. Die Buchstaben rücken 
im Alphabet also einfach um eine Position weiter. 


Daraus ergibt sich die folgende Entschlüsselungstabelle: 
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Aus der Tabelle kannst du ablesen, dass das verschlüsselte „C“ für ein „B“ steht. Das 
reicht schon, um zu wissen, dass a) die richtige Antwort ist. Die Verschlüsselung 
„CMJUAF“ muss also für „BLITZE“ stehen. 






























Mathematische Exkursion 


Das mathematische Gebiet, welches sich mit der Verschlüsselung von Informationen 
beschäftigt, nennt man Kryptografie (altgriechisch: kryptös „verborgen/geheim“ und 
gräphein „schreiben“). Das Ziel der Kryptografie ist klar: Person A möchte Person B 
eine Nachricht übermitteln, ohne dass eine dritte Person die Nachricht lesen kann. 
Für Person A wird typischerweise der Name Alice, für Person B der Name Bob und 
für die dritte Person der Name Eve verwendet. Da in unserer modernen Gesellschaft 
viele vertrauliche Daten, Nachrichten und Informationen (beispielsweise in sozialen 
Netzwerken und Banken) digital gespeichert und durch das Internet zugänglich sind, 
ist dieser Forschungszweig extrem aktuell und wichtig. 

Das Verschlüsselungssystem in dieser Aufgabe nennt man Caesar-Verschlüsselung 
oder auch Caesar-Verschiebung. Nach Überlieferungen hat der römische Feldherr 
Gaius Julius Caesar (100 v.Chr. bis 44 v.Chr.) dieses Verschlüsselungssystem für 
seine militärischen Nachrichten verwendet. 

Bei der Caesar-Verschlüsselung wird das Alphabet um eine festgelegte Anzahl von 
Stellen nach rechts (oder links) verschoben. In unserer Aufgabe ist jeder Buchstabe 
im Alphabet um eine Stelle nach rechts gerückt. Am Ende fängt man wieder vorne 
an, das heißt ein „Z“ wird zum „A“. Caesar hatte damals die Buchstaben um drei 
Positionen nach rechts verschoben. 

Die Umlaute Ä, Ü, Ö und das ß werden - wie es auch bei Kreuzworträtseln üblich 
ist - umgeschrieben: Anstelle von „Ä“ steht „AE“, anstelle von „Ö“ steht „OE“, statt 
„Ü“ steht „UE“ und statt „ß“ steht „SS“. 

Zum Weiterdenken 

Denke dir eine eigene Verschlüsselung aus und verschlüssele damit einen Text deiner 
Wahl. Suche dir jemanden, der versuchen will, deinen Code zu knacken. Wie sicher 
war deine Verschlüsselung? War sie leicht zu knacken? Wie könntest du es einem 
Angreifer noch schwerer machen? 





M Wichtellauf 

Antwortmöglichkeit c) ist richtig. Wichtel Orlandie muss 170 Sterne weniger 
basteln. 

Bekämen die Wichtel ihre Startnummern von Nr. 1 bis Nr. 20 ausschließlich durch 
Sterne, bekäme der erste Wichtel einen Stern, der nächste zwei, dann drei, vier... und 
so weiter. Das wären also insgesamt: 

1+2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9+10+11 + 12+13+14+15+16+17+18+19 + 20 
= 210 Sterne 

Durch geschicktes Umsortieren und Zusammenfassen kannst du den Rechenaufwand 
verringern. Fasst du die Zahlen in zehn Pärchen zusammen, so verringert sich der 
Rechenaufwand: 

20 + (1 + 19) +(2+ 18) +(3+ 17) +(4+ 16) +(5+ 15) +(6+ 14) + (7 + 13) + (8 + 12) + 
(9 +11)+10 = 10-20 + 10 = 200 + 10 = 210 Sterne 

Für je fünf Sterne fertigt Albert nun aber einen Balken an. Du kannst jetzt auf zwei 
Arten zählen, wie viele Sterne Orlandie mit der Balkenmethode einspart: 

Eine Möglichkeit ist, die notwendigen 5er-Balken zu zählen und diese dann mit 5 zu 
multiplizieren (für jeden Balken würden fünf Sterne gebraucht werden). 

Du kannst auch direkt die Sterne zählen, die nach der Balkenmethode noch benötigt 
werden und sie von der Gesamtzahl der Sterne abziehen. 

1. Lösungsmöglichkeit: Zählmethode über die Balken 

Für die Startnummern von „1“ bis „4“ braucht Orlandie keinen Balken. Für die fünf 
Startnummern von „5“ bis „9“ benötigt Orlandie je einen Balken, also 5 • 1. Für die 
fünf Startnummern von „10“ bis „14“ je zwei Balken, also 5 • 2. Für die fünf Startnum¬ 
mern von „15“ bis „19“ je drei Balken, also 5 • 3 und für die letzte Startnummer „20“ 
benötigt sie vier Balken. 

Das sind insgesamt: 0 + 5-1+5-2 + 5- 3 + 4 

Durch Ausklammern ergibt sich: 5-(1 +2+3) + 4 = 5- 6 + 4 = 34 Balken 

Jeder Balken spart fünf Sterne ein, also muss Wichtel Orlandie mit der Balkenmethode 
insgesamt 34 • 5 = 170 Sterne weniger basteln. 



2. Lösungsmöglichkeit: Zählmethode über die Sterne 

Einen Stern benötigt Orlandie jeweils für die Startnummern „1“, „6“, „11“ und „16“, 
also 4 • 1 Sterne. Zwei Sterne benötigt sie jeweils für die Startnummern „2“, „7“, „12“ 
und „17“, also 4 • 2 Sterne. Drei Sterne benötigt sie jeweils für die Startnummern 
„3“, „8“, „13“ und „18“, also 4 • 3 Sterne und vier Sterne benötigt sie jeweils für die 
Startnummern „4“, „9“, „14“ und „19“, also 4 • 4 Sterne. 

Zusammen sind das: 4-1+4-2+4-3+4-4 

Durch Ausklammern ergibt sich: 4 • (1 + 2 + 3 +4) = 4- 10 = 40 Sterne 

Insgesamt muss Orlandie mit der Balkenmethode nur 40 Sterne basteln. Da sie nach 
ihrem ersten Vorschlag für alle Startnummern 210 Sterne hätte basteln müssen, kann 
sie sich mit der Balkenmethode das Basteln von 210 - 40 = 170 Sternen sparen. 


Mathematische Exkursion 

Statt alle Zahlen von 1 bis 20 einzeln im Kopf oder mit dem Taschenrechner zu ad¬ 
dieren, kannst du die Summe auch viel einfacher berechnen. Dem genialen Mathe¬ 
matiker Carl Friedrich Gauß (1777-1855) wird nachgesagt, er habe diese Methode 
schon als Kind angewendet. Sein Lehrer habe ihm die Aufgabe gestellt, alle Zahlen 
von 1 bis 100 zu addieren. Er wollte den talentierten Gauß im Matheunterricht damit 
länger beschäftigen. Dies gelang ihm aber nicht - Gauß war in Windeseile fertig! 

Diese Methode kann nach unserem Beispiel für die Zahlen 1 bis 20 einfach im Bild 
dargestellt werden. 


Die Zahlen werden als Sterne in 
einem Dreieck angeordnet. Die 
Anzahl der Sterne in einer Spalte 
steht im Bild jeweils unter der 
Spalte. Alle Sterne in diesem 
Dreieck addiert ergeben die 
gleiche Zahl wie die Summe 
1 + 2 + 3 + ... + 20. 


★ 

★ ★ 
★ ★★ 
★ ★ ★ ★ 
★ ★★★★ 
★★★★★★ 
★★★★★★★ 
★★★★★★★★ 
★★★★★★★★★ 
★★★★★★★★★★ 
★★★★★★★★★★★ 
★★★★★★★★★★★★ 
★★★★★★★★★★★★★ 
★★★★★★★★★★★★★★ 
★★★★★★★★★★★★★★★ 
★★★★★★★★★★★★★★★★ 
★★★★★★★★★★★★★★★★★ 
★★★★★★★★★★★★★★★★★★ 
★★★★★★★★★★★★★★★★★★★ 
★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★ 
12345678 9 10 II 12 13 34 15 361718 19 20 

Sterne 



Dann wird das Dreieck noch ein 
zweites Mal genau umgekehrt da¬ 
raufgesetzt (die beiden Dreiecke 
sind im Bild durch den blauen 
Strich getrennt). 



21 Sterne 


Zusammen ergibt sich ein Recht¬ 
eck mit 20 • 21 = 420 Sternen. 


•V-" 


20 Sterne 


Die Hälfte der Sterne im Rechteck ist gleich der Anzahl an Sternen im Dreieck und 
damit die Summe aller Zahlen von 1 bis 20. Also: 

1 + 2 + ... + 20 = (20 • 21) : 2 = 210 

Die rechnerische Methode, die Zahlen von 1 bis 20 schnell zu addieren, findest 
du am Anfang dieser Lösung. Dort sind die Zahlen umsortiert und mit Klammern 
zusammengefasst. Du kannst damit schön den Zusammenhang der Geometrie und 
der Zahlenwelt sehen. Allgemein lässt sich dies mit einer Formel so beschreiben: 


Du kannst auch im ersten Bild das Dreieck in der Mitte teilen und den rechten Teil 
verkehrt herum auf den linken Teil setzen. Damit bekommst du ein halb so großes 
Rechteck wie im zweiten Bild. Du teilst also vorher durch 2, nicht hinterher. Das 
Ergebnis bleibt gleich. 

Blick über den Tellerrand 

Neben den arabischen Zahlzeichen, die wir in Deutschland zum Rechnen benutzen, 
gibt es auch andere Zahlzeichen aus anderen Kulturen. Auch gebräuchlich sind in 
Deutschland die römischen Zahlzeichen. So schrieben die Römer früher ihre Zahlen 
von 1 bis 20 auf: 


I bis 10 auf römisch: I, II, III, IV, V, VI, VII, VIII, IX, X 

II bis 20 auf römisch: XI, XII, XIII, XIV, XV, XVI, XVII, XVIII, XIX, XX 







Die Regeln zur Erstellung der römischen Zahlen und besonders das Rechnen sind 
um einiges komplizierter und unpraktischer als bei den arabischen Zahlen. Vielleicht 
weißt du, dass die einzelnen Zahlzeichen bis zu dreimal hintereinander geschrieben 
werden können. Vier gleiche Zahlzeichen gibt es nicht, stattdessen zieht man etwas 
von dem nächsthöheren Zahlzeichen ab: Die arabische „4“ wird römisch so als „5 - 1“ 
geschrieben, also „IV“ und die arabische „9“ dementsprechend als „10 - 1“ bzw. „IX“. 
Du kannst dies in der Liste auf der vorherigen Seite sehen. Außerdem kannten die 
Römer noch kein Stellenwertsystem, in dem ein Zahlzeichen auf einer anderen Stelle 
einen anderen Wert hat. Sie mussten daher die „20“ als „10 +10“ schreiben, also 
„XX“. Deswegen brauchten sie immer wieder neue Zeichen: 

1=1, V = 5, X = 10, L = 50, C = 100, D = 500, M = 1000, ... 

Und das machte das Aufschreiben großer Zahlen kompliziert und das Rechnen fast 
unmöglich. Du findest die römischen Zahlen häufig an alten Fachwerkhäusern oder 
in Kirchen. 

Die Zahlzeichen der Maya ähneln Orlandies Startnummern: 



Wie in dieser Aufgabe beschrieben, benutzten die Maya eine Mischung aus Balken 
und Punkten, die einfach addiert wurden. Ein Balken stand dabei für eine „5“. Im Bild 
siehst du eine Muschel als Zeichen für die Null. Interessanterweise kannten die Maya 
zwei verschiedene Nullen: 

Eine „0“ stand für eine leere Menge, zum Beispiel 0 Maiskolben in einer Vorratskam¬ 
mer (soll heißen: Es gibt keine Maiskolben mehr in der Vorratskammer). Die zweite 
„0“, die mit einem anderen Symbol geschrieben wurde, stand für die Angabe einer 
Reihenfolge oder Ordnung. Hier kommt die „0“ vor der „1“, z. B. der 0-te Tag eines 
Monats, den die Maya als Übergangstag zwischen zwei Monaten einführten. Aber das 
ist eine andere Geschichte ... 






Tunnelbau 

Antwortmöglichkeit b) ist richtig. Das Gestein türmt sich etwa 2,5 km über dem 
Tunnel auf. 

Als erstes kannst du sehen, dass Antwort d) nicht richtig sein kann, denn „3000 kg“ 
ist keine Längenangabe. Höhen sind speziell ausgerichtete Strecken und werden des¬ 
halb mit einer Längeneinheit, meist in Metern oder Kilometern angegeben (siehe Blick 
über den Tellerrand). 

Um die Aufgabe lösen zu können, musst du auf dem Diagramm ablesen, welcher der 
abgebildeten Berge der höchste ist. Du kannst erkennen, dass die höchste Stelle des 
Gebirges der Berg Piz Vatgira ist. Er liegt ungefähr 3000 Meter über dem Meeres¬ 
spiegel. Du siehst im Diagramm auch, dass die eingezeichnete braune Linie, der Gott¬ 
hard-Tunnel, etwa 500 Meter über dem Meeresspiegel liegt. Da nicht nach der Höhe 
des Berges über dem Meeresspiegel, sondern nach der Höhe des Gesteins über dem 
Tunnel gefragt ist, musst du die Höhendifferenz bilden. Dazu subtrahierst du von der 
Höhe des Berges noch die Höhe des Tunnels: 

3000 m - 500 m = 2500 m = 2,5 km 

Blick über den Tellerrand 

Die Angabe der Höhe eines geografischen Punktes, zum Beispiel eines Berges, wird 
gewöhnlich in Metern angegeben. Das ist allerdings eine Abkürzung. Die korrekte Hö¬ 
henangabe eines geografischen Punktes ist seit 1994 „Meter über Normalhöhennull“ 
(m ü.NHN). Der Vergleichswert, also die Normalhöhennull (oder 0 m ü. NHN), ist die 
Höhe des Meeresspiegels in Amsterdam. 

Die Angabe der Höhe, die sich auf den Meeresspiegel bezieht, ist eine Festlegung 
des Menschen, damit man die Höhenangaben auf der ganzen Welt miteinander ver¬ 
gleichen kann. Allerdings sind die Pegelstände, die als Bezugspunkte für die einzel¬ 
nen Länder genommen werden, nicht überall gleich hoch. Die Höhenangaben von 
Deutschland und Frankreich unterscheiden sich zum Beispiel etwa um 50 cm. 



Eisstockküsse 

Antwortmöglichkeit b) ist richtig: Es können höchstens 6 Eisstöcke die Ziel¬ 
scheibe gleichzeitig berühren. 

Lösungsmöglichkeit 1: Ausprobieren 

Am einfachsten lässt sich diese Aufgabe durch Ausprobieren lösen. Nimm dazu gleich 
große Münzen (oder Spielsteine, z. B. Mühlesteine oder Backgammonsteine). Eine 
davon legst du in die Mitte und so viele wie möglich um diese herum. Du wirst fest¬ 
stellen, dass höchstens 6 Kreise (bzw. Münzen oder Spielsteine) die „Zielscheibe“ in 
der Mitte gleichzeitig berühren können. Vergleiche dazu das Bild unten. 

Lösungsmöglichkeit 2: geometrische Überlegungen 

Du kannst das Problem auch geometrisch lösen. Nimm dazu Papier, Zirkel, Lineal und 
Bleistift zur Hand und versuche, folgende Überlegungen nachzuvollziehen. 

Den kürzesten Abstand zwischen dem Mittelpunkt eines Kreises und seinem Umfang 
nennt man den Radius. Wenn du nun zwei gleich große Kreise aneinanderlegst, ist der 
Abstand der Mittelpunkte genau doppelt so groß wie der Radius der Kreise: 



Lege fest, welcher dieser beiden Kreise Mittelkreis sein soll, z. B. der linke. Der andere 
ist dann der erste Kreis, der ihn berührt. Wenn nun ein dritter Kreis an die anderen 
beiden Kreise gelegt wird, sieht das so aus: 





Um keinen Platz zu verschwenden, sollte der dritte Kreis die beiden bereits vorhande¬ 
nen Kreise berühren. Du siehst im Bild, dass die Überlegung für den Abstand zweier 
Mittelpunkte, für alle sich berührenden Kreise gilt. Daher bilden die drei Mittelpunkte 
der Kreise ein Dreieck mit drei gleich langen Seiten. Es handelt sich also um ein 
gleichseitiges Dreieck. In diesem Dreieck gilt außerdem, dass alle Winkel gleich groß 
sind. Da die Summe aller Winkel im Dreieck immer 180° ist (Winkelsummensatz), sind 
alle drei Winkel jeweils 180°: 3 = 60° groß. 

Legst du nun weiter Kreise in der gleichen Weise um den Mittelkreis herum, so dass 
sie immer den Mittelkreis und den vorherigen Kreis berühren, entstehen immer mehr 
Dreiecke. Und für alle gilt dasselbe: Sie sind gleichseitig und weisen nur 60°-Winkel 
auf. Vor allem gilt, dass bei allen Dreiecken der Winkel, der im Mittelkreis liegt, 60° 
groß ist. Da der volle Winkel eines Kreises 360° groß ist, passen genau 360°: 60° = 6 
gleichseitige Dreiecke im Kreis angeordnet aneinander - und damit auch genau 
6 Kreise um den Mittelkreis (siehe drittes Bild). 

Die 6 äußeren Kreise berühren jeweils den Mittelkreis und die beiden benachbarten 
äußeren Kreise. Antwortmöglichkeit b) ist somit richtig. 




60° 



Mathematische Exkursion 

Die richtige Lösung, die Zahl 6, hat in diesem Zusammenhang in der Mathematik 
einen besonders schönen Namen: Man nennt sie die Kusszahl. Sie heißt so, weil sie 
die Anzahl der gleich großen Kreise angibt, die einen anderen gleich großen Kreis 
berühren, ihn also sozusagen „küssen“ können. Diese Zahl gibt es nicht nur für die 
zweidimensionale Ebene (hier: die Eisfläche), sondern auch für den dreidimensio¬ 
nalen Raum. Dann werden aber nicht Kreise betrachtet, sondern Kugeln. Die Frage 
lautet dann: Wie viele gleich große Kugeln können eine weitere gleich große Kugel 
zur selben Zeit berühren? Diese Frage ist nicht so einfach zu beantworten: Die Ma¬ 
thematiker Isaac Newton und David Gregory haben sich im 17. Jahrhundert darüber 
gestritten, ob die richtige dreidimensionale Kusszahl für Kugeln die 12 oder die 13 
ist. Erst im 20. Jahrhundert konnte bewiesen werden, dass Newton Recht hatte: Die 
Kusszahl im dreidimensionalen Raum ist 12. 









Mathematiker gehen sogar soweit, nicht nur die zweidimensionale Ebene und den 
dreidimensionalen Raum, sondern auch Räume mit noch mehr Dimensionen zu be¬ 
trachten. Das sind Räume, die wir uns nicht mehr so einfach vorstellen können. 
Auch die Kusszahlen für die meisten dieser Räume sind bis heute zwar eingegrenzt, 
aber nicht genau bestimmt worden. 

Es gibt in der Mathematik noch ein weiteres Problem zur Anordnung von Kugeln: 
das Problem der dichtesten Kugelpackung. Dabei geht es nicht um die Frage, wie 
viele Kugeln eine andere Kugel berühren können, sondern um die Frage, wie viele 
Kugeln einen Raum mit möglichst kleinen Lücken ausfüllen können. Dieses Problem 
kannst du dir mit Orangen veranschaulichen, die auf dem Markt in einer Kiste oder 
auf einem Tisch gestapelt sind. Wenn du nach Möglichkeiten zur dichtesten Anord¬ 
nung von Kugeln suchst, stößt du dabei wieder auf die Kusszahl: Bei allen möglichen 
dichtesten Anordnungen berührt jede Orange 12 andere Orangen. 

Wie die Kusszahl für den dreidimensionalen Raum ist auch dieses Problem ein wun¬ 
derbares Beispiel dafür, dass mathematische Vermutungen manchmal ganz lange 
auf ihren Beweis warten müssen. Auch heute noch gibt es einfach klingende Pro¬ 
bleme, deren vermutete Lösung nicht bewiesen werden konnte, oder zu denen es 
sogar noch gar keine vermutete Lösung gibt. Zufälligerweise wurde zu diesem Pro¬ 
blem bereits im 17. Jahrhundert die erste richtige Vermutung aufgestellt (und zwar 
von Johannes Kepler), aber erst im Jahr 1998 von Thomas Haies der Beweis geliefert. 
Und dieser Beweis wird heute noch nicht einmal von allen Mathematikern akzep¬ 
tiert, weil er mithilfe eines Computers durchgeführt wurde. 

Zum Weiterdenken 

1. Nimm dir 13 gleich große Kugeln , z. B. Tennisbälle. Versuche, 12 davon um eine als 
„Mittelkugel“ herum zu legen. Warum konnte David Gregory denken, dass eventu¬ 
ell noch eine weitere Kugel die „Mittelkugel“ berühren kann? 

2. Suche mit gleich großen und auch mit verschieden großen Münzen nach neuen 
geometrischen Mustern. 

3. Suche auch im dreidimensionalen Raum mit gleich großen und auch mit verschie¬ 
den großen Kugeln nach weiteren geometrischen Mustern. 




Auch Rentiere können frieren 

Antwortmöglichkeit c) ist richtig. Sechs Rentiere müssen auch in diesem Win¬ 
ter frieren. 

Aus der Aufgabe kannst du ablesen, dass es insgesamt 25 Mützen und 25 Schals für 
25 Rentiere gibt. Acht Rentiere haben sowohl Mütze(n) als auch Schal(s) ergattert. 

Von den 15 Rentieren, die Mützen aufhaben, haben deshalb 7 Rentiere nur (eine oder 
mehrere) Mützen auf, aber keinen Schal. 

Rechnung: 15-8 = 7 

Von den 12 Rentieren, die Schals umhaben, haben 4 nur (einen oder mehrere) Schals 
um, denn 8 Rentiere tragen beides. 

Rechnung: 12-8 = 4 

Du weißt jetzt also - neben der Information aus der Aufgabe, dass 8 Rentiere beides 
tragen - dass 7 Rentiere nur Mützen tragen (es kann auch nur e\r\e sein) und 4 Ren¬ 
tiere nur einen oder mehrere Schals umhaben. 

Von den 25 Rentieren haben also 8 + 7 + 4=19 etwas Warmes gegen den Winter 
ergattert, die restlichen Rentiere sind leer ausgegangen. Es müssen also 25 - 19 = 6 
Rentiere ohne Schal und Mütze in diesem Winter frieren. 



Formationsflug 

Antwortmöglichkeit b) ist richtig. Es müssen 34 Rentiere in der 9. Reihe flie¬ 
gen. 

Ordnest du die Daten in einer Tabelle, wird es dir leichter fallen, die Gesetzmäßigkeit 
zu erkennen. Du siehst an den Zahlen in der Tabelle, dass die Anzahl der Rentiere in 
einer Reihe genau so groß ist wie die Anzahl der Rentiere, die in den beiden Reihen 
davor zusammen geflogen sind. 


Reihe 

Anzahl Rentiere 

Rechenvorschrift 

eingefügte Hilfsreihe 

0 

erster Startwert 

1. Rentierreihe 

1 

zweiter Startwert 

2. Rentierreihe 

1 

1 + 0 

3. Rentierreihe 

2 

1 + 1 

4. Rentierreihe 

3 

2 + 1 

5. Rentierreihe 

5 

: +2 

6. Rentierreihe 

8 

5 + 3 

7. Rentierreihe 

13 

8 + 5 

8. Rentierreihe 

21 

13 + 8 

9. Rentierreihe 

34 

2 + 13 



Die erste Rentierreihe und auch die zusätzlich eingefügte Hilfsreihe (0-te Zeile) der 
Tabelle sind sozusagen die beiden Startreihen. Diese Reihen braucht man für die 
Rechnung, bei der immer die zwei Vorgängerzahlen addiert werden. (Die Vorschrift 
funktioniert aber auch, wenn du die 1. und die 2. Reihe als Startwerte festlegst.) 

In der 3. Reihe wird die Anzahl der Rentiere der ersten beiden Reihen addiert 
(1 + 1 = 2), ... In der 7. Reihe wird die Anzahl der Rentiere in der 5. und der 6. Reihe 
addiert (5 + 8 = 13). Folglich muss in der 9. Reihe die Anzahl der Rentiere in der 7. und 
der 8. Reihe addiert werden. Somit müssen in der 9. Reihe 13 + 21 = 34 brasilianische 
Rentiere mitfliegen. 
















Mathematische Exkursion 

Eine Auflistung von Zahlen nennt man in der Mathematik eine Folge. Die einzelnen 
Zahlen heißen Folgenglieder. Oft gibt es eine mathematische Gesetzmäßigkeit, mit 
der man die Folgenglieder berechnen kann. Es ist sinnvoll, die einzelnen Folgenglie¬ 
der mit einem Buchstaben zu bezeichnen, üblicherweise mit „a“ und diese dann 
durchzunummerieren. Die Nummer schreibt man oft als Index. Das ist eine kleine 
tiefgestellte Zahl hinter den Buchstaben. Die erste Zahl der Folge bezeichnet man 
mit a,, manchmal fängt man auch mit a 0 an. Es folgen dann a 2 , a 3 und so weiter. Im 
Beispiel der Aufgabe hieße es dann: 

(a 0 = 0), a 1 = 1, a 2 = 1, a 3 = 2, a 4 = 3, a 5 = 5, a 6 = 8, a 7 = 13, a 8 = 21 und a 9 = 34 

Ein beliebiges Folgenglied wird mit a n bezeichnet - das heißt, es steht an der Posi¬ 
tion n in der Folge (man nennt es auch das n-te Folgenglied). Für n kannst du dann 
jede beliebige natürliche Zahl einsetzen. 

Wie du die nächste Zahl der Folge berechnen kannst, kannst du im Bildungsgesetz 
mit einer Formel ausdrücken. Das Bildungsgesetz für ein beliebiges Folgenglied der 
Zahlenfolge in dieser Aufgabe lautet: 

a = a + a , 

n n- 1 n-2 

In Worten: Jedes beliebige Folgenglied kannst du aus der Summe der beiden vorher¬ 
gehenden Folgenglieder berechnen. Beispiel für n = 9: 

a 9 = a 8 + a 7 = 21 + 13 = 34 

Die Folge, die du in der Aufgabe kennengelernt hast, ist eine der bekanntesten Zah¬ 
lenfolgen in der Mathematik. Sie wird Fibonacci-Folge genannt, weil sich der itali¬ 
enische Mathematiker Leonardo von Pisa (genannt: Fibonacci) um das Jahr 1200 
intensiv mit dieser Folge beschäftigt hat. Er beschrieb die Folge damals über ein 
Modell zur Vermehrung von Kaninchen (siehe „Zum Weiterdenken“). 

Die Fibonacci-Zahlen treten auch in vielen Bereichen der Natur auf, z. B. bei einer 
Ananas, einer Artischocke oder einem Tannenzapfen. Du findest dort im spiralförmi¬ 
gen Aufbau (fast) immer Fibonacci-Zahlen. 




Zum Weiterdenken 

Untersuche die ideale Vermehrung der Kaninchenzucht über die Monate, wie es da¬ 
mals Fibonacci gemacht hat. 

Es gelten dafür folgende Regeln: 

1. Du hast im ersten Monat ein neugeborenes Kaninchenpaar. 

2. Ein neugeborenes Kaninchenpaar bekommt ab dem dritten Lebensmonat Nach¬ 
wuchs. 

3. Ein geschlechtsreifes Kaninchenpaar bekommt jeden Monat ein neues Kaninchen¬ 
paar. 

4. Die Kaninchenzucht hält sich in einem abgeschlossenen Bereich auf, in dem kein 
Tier ausbrechen kann oder von außen hinzukommt. 

5. Die Kaninchen sterben nie und bekommen immer weiter Nachwuchs. 




Schneekristalle 


Antwortmöglichkeit c) ist richtig. Der Schneekristall 3) ist beim Ausschneiden 
entstanden. 

Um das zu überprüfen, schaue dir bei den Schneekristallen den dunkelgrau markierten 
Ausschnitt genau an, aus dem Esmeralda die Teile herausgeschnitten hat. Nur bei 
Schneekristall Nr. 3) stimmt der Ausschnitt genau mit dem gefalteten Papierstück 
rechts im Bild überein. 



Den Ausschnitt findest du in Schneekristall 3) achtmal. Wenn du den dunkelgrau mar¬ 
kierten Ausschnitt in verschiedene Richtungen drehst und spiegelst, kannst du das 
erkennen. Durch das dreimalige Falten liegen nämlich acht Lagen Papier übereinan¬ 
der, die alle gemeinsam und dadurch gleich ausgeschnitten wurden. 

Faltest du das Papier wieder auf, wechseln die dreieckigen Ausschnitte unterschied¬ 
lich oft ihre Position. Mit jedem Mal Falten wird genau die Hälfte der Dreiecke gespie¬ 
gelt, die andere Hälfte behält ihren Platz. Das dunkelgrau markierte Dreieck behält 
immer seinen Platz. Die anderen Dreiecke werden einmal, zweimal oder dreimal ge¬ 
spiegelt: 

Zweimal Spiegeln ergibt genau eine Drehung um 90°, deshalb werden manche Drei¬ 
ecke nur gespiegelt, andere nur gedreht und wieder andere sowohl gespiegelt als auch 
gedreht. 

Echte Schneekristalle sind übrigens immer sechseckig. Es ist aber leichter, aus einem 
Blatt Papier, das meist rechteckig oder quadratisch ist, ein solches Muster zu basteln. 
Du kannst selbst versuchen, aus verschiedenen Papierformaten interessante Muster 
herauszuschneiden. 








Blick über den Tellerrand 


In der Mathematik gibt es fundamentale Ideen - grundlegende Konzepte, die zu einem 
besseren Verständnis der Mathematik und der realen Welt führen sollen. Fundamen¬ 
tale Ideen lassen sich in verschiedenen Fragestellungen und mit unterschiedlicher 
Schwierigkeit immer wieder aufgreifen. Sie verknüpfen verschiedene mathematische 
Gebiete miteinander. Sie verknüpfen aber auch mathematische und außermathema¬ 
tische Phänomene. Symmetrie ist eine solche fundamentale Idee, man könnte fast 
sagen: ein kosmisches Prinzip. 

Mit dem Begriff Symmetrie bezeichnet man die Eigenschaft, dass ein Objekt nach 
Ausführungen von Bewegungen unverändert erscheint. Man unterscheidet zwischen 
Dreh-, Achsen- und Punktsymmetrien. Bei der Schneeflocke kannst du viele Symme¬ 
trien finden. Drehsymmetrisch bedeutet hier einfach, dass die Schneeflocke nach 
einer Drehung um 90 (bzw. 180 und 270) Grad unverändert aussieht. Die Schnee¬ 
flocke ist achsensymmetrisch, wenn sie durch das Spiegeln an einer Faltlinie wieder 
auf sich selbst zum Liegen kommt, also unverändert erscheint. Das sind die Spie¬ 
gelungen, von denen wir in der Lösung bereits gesprochen haben. Du findest bei 
der Schneeflocke allerdings auch eine Punktsymmetrie. Jeder Punkt wird hierbei am 
Mittelpunkt der Schneeflocke gespiegelt. Dabei wird eine gerade Linie von dem Punkt 
durch den Mittelpunkt gezogen. Der gespiegelte Punkt liegt auf der anderen Seite des 
Mittelpunktes auf der Linie in genau demselben Abstand wie der ursprüngliche Punkt. 

In der flachen Ebene bedeutet punktsymmetrisch auch, dass die Schneeflocke nach 
einer 180 Grad Drehung wieder auf sich selbst zum Liegen kommt. Wenn du Spiege¬ 
lungen und Drehungen hintereinander ausführst, erhältst du wieder eine Spiegelung 
oder eine Drehung. Wie du zum Beispiel in dieser Aufgabe sehen kannst, ergeben zwei 
Achsenspiegelungen um 45 Grad eine Drehung um 90 Grad um den Mittelpunkt. Eine 
Drehung um 90 Grad gefolgt von einer Spiegelung an einer Faltlinie ergibt die Spiege¬ 
lung an einer (anderen) Faltlinie, usw. 

Im Mathematikunterricht kommt Symmetrie häufig nur im Zusammenhang mit geo¬ 
metrischen Aufgaben vor. Fasst du das eigene Symmetrieverständnis aber ein biss¬ 
chen allgemeiner, dann findest du sie überall. 

Ein Aspekt der Symmetrie ist die Regelmäßigkeit, die Wiederholung von Gleicharti¬ 
gem. Überall, wo wir Muster erkennen können, liegt ein Symmetriephänomen vor. 
Neben räumlichen Mustern (wie sie in der Geometrie Vorkommen), gibt es auch zeit- 


liehe Muster (wie die Jahreszeiten oder die Mondphasen), akustische Muster in der 
Musik (wie Wiederholungen von Strophen) oder motorische Muster (zum Beispiel 
beim Tanzen). In der Zahlenwelt finden wir eine solche Regelmäßigkeit beispielsweise 
im Kommutativgesetz. Das erlaubt uns, die Summanden einer Addition oder die Fakto¬ 
ren einer Multiplikation einfach zu vertauschen, ohne dass sich das Ergebnis ändert. 

Aufgaben zum Weiterdenken 

a) Wie musst du das Papier schneiden, damit die Schneeflocken 1), 2) und 4) ent¬ 
stehen? 

b) Wie viele Spiegelachsen kannst du in der Schneeflocke der Aufgabe finden? 

c) Wie viele Spiegelachsen kannst du in einer echten Schneeflocke finden? 

d) Wie hängen die Spiegelachsen und die Faltlinien zusammen? Kannst du Papier- 
Schneeflocken mit mehr Spiegelachsen basteln? 

e) Gibt es außer dem Mittelpunkt noch einen anderen Punkt, zu dem die Schneeflo¬ 
cke punktsymmetrisch ist? 

f) Welche Symmetrien kannst du bei dir zuhause, auf dem Weg zur oder in der Schule 
und an anderen Orten finden? 



Mandelliebe, Teil 2 

Antwortmöglichkeit d) ist richtig. Wichtel Frodo hat überhaupt kein Geld mehr 
übrig. 

Wichtel Frodo legt 10,50 € in die Schatulle. Diese werden in der ersten Nacht ver¬ 
doppelt: 

10,50 €*2 = 21 € 

Von den 21 € muss er 12 € an Fridolin abgeben. Ihm bleiben nach der ersten Nacht 
also: 

21 € - 12 € = 9 € 

In der zweiten Nacht werden diese wieder verdoppelt: 

9 € • 2 = 18 € 

Davon muss er erneut 12 € abgeben, es bleiben ihm also: 

18 € - 12 € = 6 € 

Die 6 € werden in der dritten Nacht noch einmal auf 12 € verdoppelt. Doch Frodo 
muss für diese Nacht auch wieder 12 € bezahlen, sodass ihm nichts übrig bleibt. 

Beim letzten Vorschlag von Wichtel Holgar (siehe Aufgabe und Lösung „Mandelliebe“) 
hatte Frodo vorher noch berechnet, dass sich das Geschäft nicht lohnt. Nun ist er 
aber auf das verlockende Angebot von Wichtel Fridolin hereingefallen. Dieser hat ihm 
innerhalb von drei Tagen sein ganzes Geld abgenommen! 

Fazit 

Verlockende Angebote, die dir einen Gewinn versprechen, haben oft einen Haken. 
Prüfe sie deswegen gründlich, bevor du auf sie eingehst. 

Zum Weiterdenken 

a) Wie viel Geld hätte Frodo Fridolin für das Benutzen der Schatulle zahlen können, 
sodass er am Ende mehr Geld hat als vorher? 

b) Was hätte dies für Fridolin bedeutet? 




Neue Herausforderungen 


Antwortmöglichkeit a) ist richtig. Nur die Aussage a) ist falsch. Alle anderen 
Aussagen sind richtig. 


Aussage b) ist richtig 

Zur Aussage b) musst du alle Primzahlen bis 100 finden. Wie du dies selbst mit dem 
Sieb des Eratosthenes machen kannst, findest du bei „Zum Weiterdenken“. Es gibt 
genau 25 Primzahlen < 100: 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97 


Aussage c) ist richtig 

Eine Quadratzahl ist eine Zahl, die durch Multiplikation einer natürlichen Zahl mit sich 
selbst entsteht. Du kennst die Quadratzahlen sicher. Sie stehen in der 1 x 1-Tabelle 
auf der Diagonalen. 

1 = 1 • 1 = I 2 , 4 = 2 • 2 = 2 2 , 9 = 3 • 3 = 3 2 , 16 = 4 • 4, = 4 2 , 25 = 5 • 5 = 5 2 ... 

Die „1“ ist zwar eine Quadratzahl, aber keine Primzahl, wie es Fredi im Vorstellungs¬ 
gespräch schon richtig bemerkt hatte. Alle anderen Quadratzahlen haben neben der 
„1“ und sich selbst noch mindestens einen weiteren Teiler: 

Die „4“ hat beispielsweise neben 1 und 4 noch den Teiler 2, die „9“ hat neben den 
Teilern 1 und 9 noch den Teiler 3. Die Aussage „Quadratzahlen sind keine Primzahlen“ 
ist somit richtig. 

Aussage d) ist richtig 

Alle Primzahlen, die größer als 2 sind, müssen ungerade sein, denn alle geraden 
Zahlen sind neben der 1 und sich selbst auch durch 2 teilbar. Weil zwischen zwei 
ungeraden Zahlen aber immer eine gerade Zahl steht, müssen alle ungeraden Prim¬ 
zahlen einen Abstand von mindestens 2 haben. Deswegen kann es neben dem einen 
Primzahlpärchen (2, 3) mit der Differenz 1, kein weiteres Primzahlpärchen mit dem 
Abstand 1 geben. 

Aussage a) ist falsch 

Die Zahl „2“ ist gerade und die kleinste Primzahl. Sie ist nur durch sich selbst und die 
1 teilbar. Deshalb ist Aussage a) falsch. 


Mathematische Exkursion 

Seit mehr als 2500 Jahren beschäftigen sich Mathematiker mit Primzahlen. Aus 
ihnen sind alle Zahlen aufgebaut, denn man kann jede natürliche Zahl als ein Pro¬ 
dukt aus Primzahlen darstellen. Das nennt man Primfaktorzerlegung. Und das Inter¬ 
essante daran ist: Die Primfaktorzerlegung ist für jede Zahl, bis auf die Reihenfolge 
der Faktoren, eindeutig! Nimmt man beispielsweise die Zahl 120, so erhält man die 
eindeutige Primfaktorzerlegung so: 

120 = 2•60 
= 2-2-30 
= 2-2-2-15 

= 2 • 2 • 2 • 3 • 5 (Primfaktorzerlegung) 

= 2 3 • 3 • 5 (kurze Potenzschreibweise) 

Es gibt keine andere Primfaktorzerlegung für diese Zahl! 

Blick über den Tellerrand 

Im siebten Band des berühmten antiken Lehrbuches „Elemente“ von Euklid findet 
man eine Begründung dafür, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Allerdings gibt 
es immer weniger Primzahlen, je größer die Zahlen werden. Die Dichte der Primzahlen 
nimmt also langsam ab. Deshalb ist es sehr mühsam, große Primzahlen zu entdecken. 
Die größte bislang bekannte Primzahl ist 2 74207281 - 1. Diese Zahl hat über 22 Millio¬ 
nen (genau 22 338 618) Stellen! Sie wurde im Januar 2016 an der Universität Central 
Missouri in Warrensburg (USA) ermittelt. Der Computer rechnete dafür knapp einen 
Monat! 

Es gibt nur ein einziges Primzahlpärchen mit der Differenz 1, nämlich die beiden Prim¬ 
zahlen 2 und 3. Primzahlzwillinge haben die Differenz 2, wie z. B. die beiden Prim¬ 
zahlen 3 und 5. Primzahlzwillinge gibt es öfter. Schon der Grieche Euklid vermutete 
vor mehr als 2000 Jahren, dass es auch unendlich viele Primzahlzwillinge gibt. Diese 
Vermutung konnte bis heute kein Mensch beweisen. 

Im Juli 2013 wurde hierzu aber eine wichtige Entdeckung gemacht. Der Chinese Yitang 
Zhang konnte zeigen, dass es unendlich viele Primzahlpärchen gibt, die man „Prim¬ 
zahlcousins“ nennen könnte. Diese Pärchen haben höchstens einen Abstand von 
70 Millionen. Das mag viel erscheinen, wenn man etwas über Primzahlen mit dem Ab¬ 
stand „2“ wissen möchte. Aber der Abstand von 70 Millionen zur „2“ ist fast nichts im 
Vergleich zum Abstand von 70 Millionen zum Unendlichen. Es wird deshalb erwartet, 
dass dieses alte Rätsel der Mathematik bald gelöst sein wird. 




Zum Weiterdenken 

Möchtest du selbst auf Primzahlsuche gehen, so kannst du es mit dem Sieb des Era- 
tosthenes machen. Der griechische Mathematiker Eratosthenes (ca. 275-194 v. Chr.) 
beschrieb ein Verfahren, mit dem du in der Reihe der natürlichen Zahlen alle Primzah¬ 
len „aussieben“ kannst: 

a) Schreibe dir alle Zahlen von 1 bis 100 (oder auch 200, wenn du Lust hast) in Zeh¬ 
nerreihen sauber untereinander auf. So wie es im Bild angefangen wurde. Es ergibt 
sich ein großes Zahlenfeld. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 



Streiche jetzt nach folgenden Regeln Zahlen: 

1. Streiche zuerst die „1“, weil sie keine Primzahl ist. 

2. Streiche jetzt alle Vielfachen der „2“, also die Zweierreihe (4, 6, 8, 10,...) ohne 
die „2“ selbst, da sie eine Primzahl ist. Du siehst hierbei, dass alle geraden 
Zahlen außer der „2“ wegfallen. 

3. Suche jetzt alle Vielfachen der „3“, also die Dreierreihe (6, 9, 12, 15, ...) ohne 
die „3“ selbst, da sie eine Primzahl ist und streiche sie, sofern sie noch nicht 
gestrichen sind. 

4. Überlege dir nun, wie es weitergeht: Musst du noch die Vielfachen der „4“ 
streichen? Wie sieht es mit den Vielfachen der „5“, „6“, „7“ usw. aus? Wie weit 
musst du die Vielfachen streichen, wenn du alle Primzahlen bis 100 (200) fin¬ 
den möchtest? 

Bist du mit deiner Primzahltabelle fertig, markiere dir dort auch alle Quadratzah¬ 
len. Findest du Muster? 

b) Wie du aus der Aussage d) in der Aufgabe weißt, gibt es nur ein Primzahlpärchen mit 
dem Abstand 1. Doch wie sieht es nun mit Primzahlzwillingen aus, die den Abstand 2 
haben? Finde mithilfe der Primzahltabelle aus a) noch weitere Primzahlzwillinge 
außer (3, 5) und markiere sie dir. Wie viele gibt es im Zahlenraum bis 100 (200)? 

c) Primzahlen lassen sich auch anders finden. Alle Primzahlen ab der „5“ lassen sich 
mithilfe der Formeln 6 • n + 1 oder 6 • n - 1 schreiben. Für das „n“ setzt du dabei 
immer eine natürliche Zahl ein. Warum ist das so? Warum können keine anderen 
Zahlen (zum Beispiel 6 • n + 2) Primzahlen sein? 

d) Heißt die Aussage aus c), dass alle Zahlen, die du mit 6 • n + 1 oder 6 • n - 1 be¬ 
rechnen kannst, auch Primzahlen sind? 













Rentierplätzchen 

Antwortmöglichkeit a) ist richtig. Die Wichtel Egon und Hugo können den Teig 
mit der Glocke lückenlos ausstechen (bis auf den Rand). 

Du kannst die Glocke lückenlos aneinanderlegen. Wenn du zwei Glocken nebeneinan¬ 
derlegst, passt eine dritte Glocke, auf den Kopf gestellt, dazwischen. Die drei Formen 
Zuckerstab, Stern und Christbaumkugel können nicht ohne Lücken aneinandergelegt 
werden. Das kannst du gut im Bild erkennen: 


























Blick über den Tellerrand 


Bei einem solchen Problem spricht man von einem Parkettierungsproblem. Ein Parkett 
oder auch Fliesen möchte man in der Regel lückenlos verlegen; es sollen auf dem 
Fußboden keine Lücken ohne Belag entstehen. Das einfachste Parkettierungsmuster 
ist quadratisch aufgebaut; entweder im Gitter (Karomuster, wie du es vielleicht aus 
deinem Bad kennst) oder versetzt, wie bei einer gemauerten Wand. Ebenso lassen 
sich natürlich Rechtecke im Rechteckmuster (Gitter oder versetzt) lückenlos verlegen. 
Nun kannst du aber auch mit anderen n-Ecken oder Figuren die Ebene parkettieren. 
Du findest bei „Zum Weiterdenken“ Anregungen dazu. 

Zum Weiterdenken 

a) Welche viereckigen Formen lassen sich lückenlos parkettieren? Finde verschie¬ 
dene Beispiele. 

b) Welche dreieckigen Formen lassen sich lückenlos parkettieren? Finde verschie¬ 
dene Beispiele. Gibt es noch weitere n-Ecke, die sich lückenlos parkettieren las¬ 
sen? Für „n“ kannst du eine natürliche Zahl einsetzen: „2“ macht keinen Sinn, 
„3“ und „4“ hast du schon in a) und b) überprüft. Probiere es deshalb für 5-Ecke, 
6-Ecke, 7-Ecke usw. Überlege dir, warum es mit bestimmten n-Ecken keine Parket¬ 
tierung geben kann. 

c) Entwickle andere Formen und Figuren, die sich für ein Parkett eignen. Hier kannst 
du kreativ sein. Ideen findest du dafür bei: Maurits Cornelius Escher, 
http://www.mcescher.com/ 



Der Wächter der Knoten 

Antwortmöglichkeit a) ist richtig. Familie Mamani wünscht sich vom Weih¬ 
nachtsmann 110 Lamas, 30 Alpakas und 11 Meerschweinchen. 

Schaue dir für die Lösung die Farbe, die Flöhe und die Anzahl der Knoten an und zähle 
sie nach dem Schema, das in der Aufgabe beschrieben wurde, zusammen. 

Die braune Schnur gibt die Anzahl der braunen Lamas an: Ein Knoten oben steht für 
1 Flunderter, ein Knoten in der Mitte steht für 1 Zehner und kein Knoten unten steht 
für 0 Einer. 1 Hunderter, 1 Zehner und 0 Einer bedeutet rechnerisch: 

1 • 100 + 1 • 10 + 0 • 1 = 100 + 10 = 110 Lamas 

Die weiße Schnur gibt die Anzahl der weißen Alpakas an: Kein Knoten oben, drei Kno¬ 
ten in der Mitte (3 Zehner) und kein Knoten unten ergibt: 

0- 100 + 3- 10 + 0- 1 = 30 Alpakas 

Die gelbe Schnur gibt die Anzahl der Meerschweinchen an: Kein Knoten oben, ein 
Knoten in der Mitte (1 Zehner), ein Knoten unten (1 Einer) ergibt: 

0 • 100 +1-10+1-1 = 10+1 = 11 Meerschweinchen 

Blick über den Tellerrand 

Die Inka herrschten zwischen dem 13. und 16. Jahrhundert im Westen von Südame¬ 
rika. Sie lebten im Hochgebirge der Anden zwischen 2000 und 4000 Metern Höhe. 
Nach und nach bauten sie ihr Reich zu einem riesigen Gebiet vom heutigen Ecua¬ 
dor über Bolivien bis nach Chile und Argentinien aus. Zwischenzeitlich lebten über 
200 Volksgruppen unter ihrer Herrschaft. Zentrum des Reiches war die Isla del Sol 
(Sonneninsel) auf dem Titicaca-See, dem höchstgelegenen schiffbaren See der Erde 
auf der heutigen Grenze zwischen Peru und Bolivien. Im 16. Jahrhundert übernahmen 
die Spanier die Macht über das Reich. Ihre kulturelle Hinterlassenschaft ist in den 
Anden bis heute erhalten. 

Die Knotenschnüre halfen, das große Inka-Reich zu organisieren. Sie werden Quipu 
genannt. Man gab sie Läufern und Boten mit, um Aufträge zu überbringen. Nur be¬ 
sonders ausgebildete Leute, die Quipucamayoc („Wächter der Knoten“), konnten die 
Nachrichten in den Quipu entschlüsseln. 



Familie Mamanis Wunschzettel ist gut durchdacht. Lamas werden auch heute noch in 
unzugänglichen Gegenden der Anden als Lasttiere verwendet und leben vor allem in 
Herden. Das besonders weiche Fell der Alpakas wird zu hochwertiger Wolle verarbei¬ 
tet, die in der ganzen Welt beliebt ist. Und Meerschweinchen lassen sich gut zu Hause 
halten. Sie sind gut an die karge Welt des Hochgebirges angepasst und für viele Fami¬ 
lien eine Fleischquelle. Hühner, Kühe und Schafe können in Höhen von 4000 Metern 
nur schlecht überleben. 

Mathematische Exkursion 

Das Dezimalsystem hat seinen Namen von dem lateinischen Wort „decem“ = zehn 
erhalten und wird auch Zehnersystem genannt. Es heißt so, weil es zehn Ziffern 
verwendet: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9 

Jede Stelle im Dezimalsystem steht für eine andere Zehnerpotenz. In unserer Auf¬ 
gabe gab es nur Stellen für die Einer, Zehner und Hunderter. Es folgen die Stellen 
der Tausender, Zehntausender, Hunderttausender, Millionen, Zehnmillionen, Hun¬ 
dertmillionen, Milliarden usw. Die Stellen im Dezimal- oder Zehnersystem kannst du 
auch in der Potenzschreibweise als Zehnerpotenz (sprich „10 hoch ...“) schreiben: 

10 ° = 1 , 10 1 = 10 , 10 2 = 100 , 10 3 = 1 000 , 10 4 = 10 0 00 , 10 5 = 100 0 00 , 10 6 = 1 00 0 0 00 

usw. 

Der Exponent (= Hochzahl) gibt bei einer Zehnerpotenz immer an, wie viele Nullen 
die Zahl hat. Eine Million (10 6 ) hat beispielsweise sechs Nullen, nämlich: 1 000000 

Jede natürliche Zahl kannst du in eine Summe aus Zehnerpotenzen zerlegen. So 
z.B.: 

4812 503 = 4 • 1 000000 + 8 • 100000 + 1 • 10000 + 2 • 1 000 + 5 • 100 + 0 • 10 + 3 • 1 

In der kürzeren Potenzschreibweise sieht das dann so aus: 

4812503 = 4 • 10 6 + 8 • 10 5 + 1 • 10 4 + 2 • 10 3 + 5 • 10 2 + 0 • 10 1 + 3 • 10°, 
wobei 10°= 1 




Erster Arbeitstag 

Antwortmöglichkeit b) ist richtig. Wichtel Fredi kann aus der Vorlage ein Okta¬ 
eder basteln. 

Du kannst die richtige Antwort selbst durch Falten finden, wenn du den Körper nach 
der Vorlage bastelst und zusammenklebst: 




Du kannst auch versuchen, dir die Form ohne gebasteltes Modell räumlich vorzustel¬ 
len und in Gedanken zusammenzusetzen. 

Eine andere Methode, die Lösung zu finden ist jene, dass du die Dreiecke im Netz 
abzählst und mit den Dreiecksflächen auf den abgebildeten Körpern vergleichst. Das 
vorgegebene Körpernetz in der Aufgabe hat acht dreieckige Seitenflächen. 

Das Tetraeder (a) hat nur vier dreieckige Seitenflächen und kommt somit nicht infrage. 

Auf dem Bild siehst du beim Ikosaeder c) auf der Vorderseite bereits zehn Seitenflä¬ 
chen. Das sind für das vorgegebene Netz schon zu viele. Zählst du die rückwärtigen 
Seitenflächen mit oder stellst du dir ein Ikosaedernetz vor, so zählst du insgesamt 
20 Seitenflächen. 

Der Stern (d) hat ebenfalls zu viele Seitenflächen. Er entsteht durch zwei sich durch¬ 
dringende Tetraeder (a). Jede dreieckige Seitenfläche des Tetraeders ist in der Mitte ein¬ 
mal durch eine verdrehte Tetraeder-Ecke durchbrochen. Es entstehen also (3 + 3) • 4 = 
6 • 4 = 24 Seitenflächen. 







Mathematische Exkursion 

Regelmäßige Körper, die sich nur aus einem regelmäßigen n-Eck (also einem gleich¬ 
seitigen Dreieck, einem Quadrat oder einem regelmäßigen Fünfeck) zusammenset¬ 
zen und bei denen alle Ecken gleich aussehen, werden platonische Körper genannt. 
Es gibt fünf verschiedene platonische Körper (siehe Bild): 

Tetraeder, Würfel (oder auch Hexaeder), Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder 



Die Namen leiten sich aus dem Griechischen ab und geben einfach die Anzahl der 
Flächen an. So heißt Tetraeder übersetzt „Vierflächner“, genauso die anderen Kör¬ 
per: Hexaeder (Würfel) heißt „Sechsflächner“, das Oktaeder ist ein „Achtflächner“, 
Dodekaeder heißt übersetzt „Zwölfflächner“ und ein Ikosaeder ist ein „Zwanzigfläch- 
ner“. Die aus gleichseitigen Dreiecken zusammengesetzten platonischen Körper 
hast du in dieser Aufgabe kennengelernt. 

Zum Weiterdenken 

a) Zu allen platonischen Körpern kannst du Netze zeichnen. Wie sehen sie aus? 
Kannst du auch das Netz des Sterns aus der Antwortmöglichkeit d) zeichnen? 

b) Finde verschiedene Würfelnetze. Wie viele gibt es? Bedenke dabei, dass alle Wür¬ 
felnetze, die du durch Drehen und Wenden ineinander überführen kannst, die glei¬ 
chen Würfelnetze sind. 

c) Zähle bei allen platonischen Körpern die Ecken, Kanten und (Seiten-)Flächen. 
Kannst du einen rechnerischen Zusammenhang finden? Eine Tabelle hilft dir beim 
Suchen. 




Chaos bei den Geschenkewichteln 

Antwortmöglichkeit c) ist richtig. Wichtel Walli muss mindestens neunmal in 
das Säckchen greifen, um sicher drei Schleifen von einer Farbe zu haben. 

Aus der Aufgabe kannst du entnehmen, dass es vier Farben gibt und von jeder Farbe 
gleich viele Schleifen. Insgesamt müssen es zwölf Schleifen sein. Das bedeutet: In 
dem Säckchen befinden sich von den vier Farben jeweils drei Schleifen. 

Da Walli sicher drei Schleifen einer Farbe herausholen möchte, musst du für jedes 
Mal Hineingreifen den ungünstigsten Fall heranziehen: Greift sie zum Beispiel acht 
Schleifen heraus, dann hat sie im ungünstigsten Fall von jeder Farbe nur zwei Schlei¬ 
fen. Deshalb scheiden die Antworten a) 3 und b) 6 schon aus. Vier Schleifen mit un¬ 
terschiedlichen Farben sind dann noch im Säckchen. 

Greift sie in diesem ungünstigsten Fall noch nach einer neunten Schleife, bekommt 
sie auf jeden Fall zu einem der vier Pärchen eine dritte, gleichfarbige Schleife dazu. 

Auch mit elf herausgegriffenen Schleifen hat sie sicher von einer Farbe drei Schleifen 
(sie hat sogar von drei Farben drei Schleifen). Es war aber gefragt, wie oft sie mindes¬ 
tens hineingreifen muss. Darum ist c) neunmal die richtige Antwort. 


Mathematische Exkursion 

Das Prinzip, welches dieser Aufgabe zu Grunde liegt, heißt Schubfachprinzip. Es 
stammt vermutlich vom deutschen Mathematiker Johann Peter Gustav Lejeune 
Dirichlet (1805-1859). Er soll es zumindest erstmals im Jahr 1834 explizit formu¬ 
liert haben. Anhand der Situation in dieser Aufgabe lässt sich das Prinzip folgender¬ 
maßen beschreiben: 

Du möchtest eine bestimmte Anzahl an Objekten (hier: Schleifen) eine bestimmte 
Eigenschaft zuordnen (hier: Farben). Die Anzahl der Objekte ist dabei größer, als die 
Anzahl der möglichen Eigenschaften - es gibt also mehr Schleifen als Farben. Dann 
müssen mindestens zwei Objekte die gleiche Eigenschaft haben. Hast du beispiels¬ 
weise Schleifen in vier verschiedenen Farben und wählst zufällig fünf Schleifen aus, 
so muss es mindestens zwei Schleifen mit derselben Farbe geben. 




Du kannst es dir auch mit Schubfächern vorstellen: Hast du genauso viele Objekte 
wie Fächer, kannst du in jedes Fach ein Objekt geben. Wenn jetzt noch ein weiteres 
Objekt dazukommt, gibt es kein freies Fach mehr. Ein Fach muss also doppelt belegt 
werden. 

Auch wenn das Schubfachprinzip einen recht einfachen und intuitiven Eindruck 
macht, so stellt es dennoch eine hilfreiche und wichtige Methode in der Mathematik 
dar. 

Zum Weiterdenken 

a) Wie viele Kinder müssen in deiner Klasse sein, damit mindestens zwei von ihnen 
im gleichen Monat Geburtstag haben? 

b) Bei einem Memory-Spiel gibt es 32 Paare. Wie viele Karten musst du mindestens 
herausnehmen, um sicher ein Paar darunter zu haben? 

c) In einer Truhe liegen 20 Socken. Davon sind 10 Socken rot, die anderen 10 sind 
schwarz. Wie viele Socken musst du mindestens aus der Truhe nehmen, um zwei 
gleichfarbige Socken zu haben? 

d) Aus den Zahlen von 1 bis 20 werden zufällig 11 verschiedene Zahlen ausgewählt. 
Wie viele gerade Zahlen wurden mindestens ausgewählt? 

e) Ein Mensch hat durchschnittlich 100 000-200 000 Haare auf dem Kopf, jedoch nie 
mehr als 1 Million Haare. Die Einwohnerzahl von Hamburg beträgt ca. 1,7 Millio¬ 
nen. Gibt es Menschen in Hamburg, die die gleiche Anzahl an Haaren auf dem Kopf 
haben? 




m 

Rentier-Casting 


Antwortmöglichkeit a) ist richtig. Die Reihenfolge lautet: Dasher - Prancer - 
Vixon - Blixon - Comet - Donner. 

Versuche, aus jeder Aussage die wesentlichen Informationen herauszulesen. Schritt 
für Schritt kommst du dann auf die richtige Reihenfolge beim Zieleinlauf. 

Aus der ersten Aussage („Genau vier Rentiere sind vor Comet ins Ziel gekommen.“) 
kannst du schlussfolgern, dass Comet das Rennen mit dem fünften Platz beendet. 

Die zweite Aussage besagt, dass Dasher den größten Vorsprung vor Comet hat. Des¬ 
wegen kommt es vor allen anderen Rentieren ins Ziel, ist also Sieger des Rennens. 

Aussage 5 sagt, dass Blixon nicht das letzte Rentier im Rennen war. Also hat es das 
Rennen nicht mit dem letzten Platz beendet. Du weißt bereits, dass es auch nicht 
Erster oder Fünfter sein kann, weil diese Plätze schon vergeben sind. Es bleiben für 
Blixon also noch die Plätze 2, 3 oder 4 übrig. 

Nach Aussage 4 kommt Blixon nach Vixon und nach Aussage 3 Prancer vor Vixon oder 
(andersherum ausgedrückt) Vixon nach Prancer ins Ziel. Es kommt also auch Blixon 
nach Prancer ins Ziel. Da Blixon aber nach Aussage 5 nicht als Letzter einläuft und 
auch Platz 5 schon von Comet vergeben ist, kann es nur Rang 4 belegen. Vixon landet 
somit auf dem dritten Platz und Prancer belegt den zweiten Platz. 

Da nun die Plätze 1, 2, 3, 4 und 5 schon belegt sind, bleibt für Donner nur der letzte 
Platz. Die richtige Reihenfolge lautet also: 

Dasher - Prancer - Vixon - Blixon - Comet - Donner 



Mathematische Exkursion 

Mathematisch kann man „kommt vorher ins Ziel“ als Relation „<“ definieren. Diese 
Relation heißt „kleiner als“ und kann hier die Reihenfolge des Zieleinlaufs der Ren¬ 
tiere angeben. Man könnte die Relation in dem Beispiel auch „schneller als“ nennen. 
Denn je kleiner die Zahl der erreichten Platzierung im Rennen ist, desto schneller 
war ein Rentier. Also gilt bei diesem Zieleinlauf: 

„Dasher < Prancer“, das bedeutet „Dasher ist schneller als Prancer“ 

Die Relation „<“ ist transitiv. Das heißt Folgendes: 

Kommt „Dasher schneller als Prancer“ ins Ziel, und „Prancer schneller als Vixon“, 
dann kommt auch „Dasher schneller als Vixon“ ins Ziel. 

Die mathematische Kurzschreibweise dafür lautet: 

Wenn „Dasher < Prancer“ und „Prancer < Vixon“, dann folgt auch „Dasher < Vixon“. 
Es gilt auch die Dreierkette: 

„Dasher schneller als Prancer schneller als Vixon“ oder „Dasher < Prancer < Vixon“ 

In dem Beispiel des Zieleinlaufs ist es nicht unbedingt nötig, diese Relation zu defi¬ 
nieren. Aber dieses kleine mathematische Werkzeug ist oft sehr nützlich, denn man 
kann alles Mögliche mit ihm in Beziehung setzen und vergleichen. Du kennst diese 
Beziehung „kleiner als“ (oder „größer als“) bestimmt schon von den natürlichen Zah¬ 
len, z. B. bei 1 < 5 < 7 < 11. 




Geschenke verladen 

Antwortmöglichkeit c) ist richtig. Wichtel Ollo trägt sieben Geschenke. 

Wichtel Ollo trägt 7 Geschenke und Wichtel Iffi 5. Gibt Iffi Ollo 1 Geschenk ab, so hat 
Ollo 8 und Iffi nur noch 4 Geschenke. Also hat Ollo doppelt so viele Geschenke wie 
Iffi. Gibt Ollo Iffi 1 Geschenk ab, tragen sie beide 6 und somit gleich viele Geschenke. 

Auf die Lösung kommst du entweder durch systematisches Probieren der vorgegebe¬ 
nen Antwortmöglichkeiten oder durch das Aufstellen und Lösen von zwei Gleichun¬ 
gen. 

Lösungsmöglichkeit 1: Systematisches Probieren 

Antwortmöglichkeit a) Ollo trägt 3 Geschenke 

Angenommen, Ollo hat nur 3 Geschenke und doppelt so viele, wenn Iffi ihm eines ab¬ 
gibt, dann müsste Iffi auch 3 Geschenke haben, denn 3 + 1 = 4 = 2 • 2 und 2+1=3. 
Gibt jetzt Ollo Iffi ein Geschenk ab, müssten beide gleich viele Geschenke haben, aber 
3-1=2 und 3+1=4, aber 2*4. Das kann also nicht stimmen! 

Antwortmöglichkeit b) Ollo trägt 5 Geschenke 

Angenommen, Ollo hat 5 Geschenke und doppelt so viele, wenn Iffi ihm eines abgibt, 
dann müsste Iffi 4 Geschenke haben, denn 5 + 1 = 6 = 2 • 3 und 3+1=4. Gibt Ollo 
Iffi ein Geschenk ab, müssten beide gleich viele Geschenke haben, aber 5-1=4 und 
4+1=5, aber 4*5. Das kann also auch nicht stimmen! 

Antwortmöglichkeit d) Ollo trägt 9 Geschenke 

Angenommen, Ollo hat 9 Geschenke und doppelt so viele, wenn Iffi ihm eines abgibt, 
dann müsste Iffi 6 Geschenke haben, denn 9+1 = 10 = 2-5 und 5+1=6. Gibt Ollo 
von seinen 9 Geschenken Iffi eines ab, müssten beide gleich viele Geschenke haben. 
Aber 9-1=8 und 6+1=7, aber 8*7. Auch dieser Fall ist nicht die richtige Lösung! 

Somit bleibt nur Antwortmöglichkeit c) als mögliche richtige Lösung. 

Angenommen, Ollo hat 7 Geschenke und doppelt so viele, wenn Iffi ihm eines abgibt, 
dann müsste Iffi 5 Geschenke haben, denn 7 + 1 = 8 = 2 • 4 und 4+1=5. Gibt jetzt 
Ollo Iffi ein Geschenk ab, müssten beide gleich viele Geschenke haben: 7-1=6 und 
auch 5+1=6. Hier stimmt alles, denn 6 = 6 ist eine richtige Aussage. 



Lösungsmöglichkeit 2: Gleichungen aufstellen und lösen 
(für Fortgeschrittene) 

Du kannst das, was Ollo zu Iffi sagt, mathematisch in zwei Gleichungen aufschreiben. 
Die Anzahl von Geschenken, die Ollo trägt, nennen wir hier kurz „Ollo“ und die Anzahl 
an Geschenken, die Iffi trägt, nennen wir kurz „Iffi“: 

1. Gleichung: Ollo +1=2- (Iffi - 1) 

2. Gleichung: Iffi + 1 = Ollo - 1 

Löst du in der 1. Gleichung die Klammer mithilfe des Distributivgesetzes auf (man 
nennt das auch Ausmultiplizieren), so erhältst du Folgendes: 

Umformung der 1. Gleichung: Ollo + 1 = 2 • Iffi - 2 

In den nächsten Schritten kannst du benutzen, dass eine Gleichung richtig bleibt, 
wenn du auf beiden Seiten das Gleiche machst - mathematisch ausgedrückt: wenn 
du die gleiche Rechenoperation durchführst. In unserem Beispiel addierst oder sub¬ 
trahierst du eine bestimmte Zahl auf beiden Seiten der Gleichung. Addierst du bei der 
2. Gleichung auf beiden Seiten eine „2“, so erhältst du als richtige Gleichung: 

Iffi + 1 + 2 = Ollo -1+2 

Iffi + 3 = Ollo + 1 

Rechts und links des Gleichheitszeichens kannst du vertauschen: 

Umformung der 2. Gleichung: Ollo + 1 = Iffi + 3 

Wenn du dir noch einmal die 1. Gleichung anschaust, kannst du erkennen: 

„Ollo + 1“ ist sowohl gleich „2 • Iffi - 2“ (Umformung der 1. Gleichung) als auch gleich 
„Iffi + 3“ (Umformung der 2. Gleichung). Deshalb sind auch „2 • Iffi - 2“ und „Iffi + 3“ 
gleich. Mathematisch ausgedrückt: 

2 • Iffi - 2 = Iffi + 3 

Dieser Schritt wird als Gleichsetzen bezeichnet. Addierst du hier wieder auf beiden 
Seiten eine „2“, ergibt sich: 

2 • Iffi = Iffi + 5 



Ziehst du nun einmal „Iffi“ auf beiden Seiten ab, erhältst du: 


Iffi = 5 

Iffi trägt also nach dieser Rechnung fünf Geschenke! 

Nun setzt du „Iffi = 5“ in die 2. Gleichung oben ein und erhältst: 

5 + 1 = Ollo-I 

Tauscht du dann die rechte und die linke Seite, erhältst du: 

Ollo -1 = 5+1, also Ollo -1=6 und durch Addition von „1“ auf beiden Seiten ergibt 
sich: 

Ollo = 7 

Ollo trägt also sieben Geschenke. 



Der Weihnachtsmann in China 

Antwortmöglichkeit a) ist richtig. Es gibt drei Routen, auf denen er pünktlich in 
Löng Ze ankommt. 

Du erhältst die Lösung, indem du alle möglichen U-Bahn-Routen suchst und deren 
Zeitaufwand berechnest. Du weißt aus der Aufgabe, dass der Weihnachtsmann alle 
U-Bahn-Routen nehmen kann, bei denen er höchstens 40 Minuten nach Löng Ze (Sta¬ 
tion 1306) benötigt. Jede Fahrt von einer Station zur nächsten und jedes Umsteigen 
dauert zwei Minuten (2 min). Die möglichen U-Bahn-Routen sind auf den folgenden 
Karten hellgrün markiert: 
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Route 1: 12 Stationen und zweimal Umsteigen 
= 12 • 2min + 2 • 2min = 24min + 4min = 28min 


Route 2: 15 Stationen und zweimal Umsteigen 
= 15 • 2min + 2 • 2min = 30min + 4min = 34min 


Route 3: 17 Stationen und zweimal Umsteigen 
= 17 • 2min + 2 • 2min = 34min + 4min = 38min 




Route 5 

























Route 4, 5 und 6: Auf der Route 4 dauert die Fahrt 44min, für Route 5 braucht er 
48 min und bei Route 6 benötigt er 42 min. Die Routen 4, 5 und 6 dauern also länger 
als 40 Minuten. 

Nur mit den Routen 1, 2 und 3 kommt er pünktlich ans Ziel. 

Es gibt noch mehr mögliche Routen, zum Beispiel, wenn der Weihnachtsmann auf der 
Linie 2 (mehrmals) im Kreis fährt. Diese sind aber alle noch länger als die Routen 4 
bis 6, die schon zu lang sind. Er würde auf diesen Routen deshalb in jedem Fall länger 
als 40 Minuten für die gesamte Strecke von Tiananmen East nach Löng Ze brauchen. 

Es gibt also nur diese drei Routen, auf denen er pünktlich in Löng Ze ankommen kann. 

Blick über den Tellerrand 

In der Praxis interessiert weniger, wie viele Routen es zu einem Ziel gibt, als die Frage 
nach dem kürzesten Weg. Kürzeste Wege benötigt man beispielsweise für die Stre¬ 
ckenplanung von Bahnnetzen oder die Routenerstellung von Navigationsgeräten. Ist 
eine Route verstopft durch Verkehrsbehinderungen (Staus, Baustellen usw.) oder 
einen Unfall, braucht das Navigationssystem auch alternative, kurze Routen. Daher 
kann die Fragestellung aus dieser Aufgabe in der Praxis durchausbedeutsam sein. 

Navigationsgeräte berechnen die beste Strecke (und auch alternative Routen) durch 
cleveres Durchlaufen von verschiedenen Wegen. Dafür benutzen sie einen Algorith¬ 
mus. Ein Algorithmus ist eine Plandlungs- oder Rechenvorschrift, bei der vorgegebene 
Schritte nacheinander ausgeführt werden müssen. Die Mathematiker sorgen dann 
dafür, dass der Algorithmus clever ist, also nicht zu lange braucht um eine gute Stre¬ 
cke zu berechnen. Die Berechnungen werden nämlich immer länger, je mehr Wege in 
die Rechnung einbezogen werden und können einen Rechner (Computer, Navigations¬ 
system und andere) überfordern. 



A 


Transportprobleme 


Antwortmöglichkeit b) ist richtig: Das Rentier muss mindestens zehn Jahre alt 
sein. 

Du kannst zunächst berechnen, wie viele Geweihspitzen die fünf genannten Rentiere 
zusammen besitzen. Das Prinzip, mit dem du die Anzahl der Spitzen für ein Rentier 
berechnen kannst, ist nicht schwer: 

Mit einem Jahr hat ein Tier zwei Spitzen und in jedem geraden Jahr kommt eine Spitze 
hinzu. Im 2. Jahr ist also eine Spitze dazugekommen, im 4. Jahr sind es zwei, im 6. 
insgesamt drei und so geht es im 8., 10., 12.,... Jahr weiter. Das heißt, dass ein Rentier 
im 2. Jahr drei Spitzen hat, im 4. Jahr vier, im 6. Jahr fünf und so weiter. 

Du kannst jedes gerade Alter durch 2 teilen, dann kommst du auf die Anzahl Spitzen, 
die bis zu diesem Alter hinzugekommen sind. Dazu musst du noch die beiden Spitzen 
aus dem ersten Jahr addieren. Beispielsweise hat ein 20-jähriges Rentier 20 : 2 = 10 
neue Spitzen, zu den ursprünglichen zwei Spitzen hinzubekommen. Insgesamt besitzt 
es also 10 + 2=12 Spitzen. 

Für jedes ungerade Alter gilt: Ein Rentier hat so viele Spitzen wie im Jahr zuvor, denn 
in ungeraden Jahren kommt keine Spitze hinzu. Mit 21 Jahren hat ein Rentier dann bei¬ 
spielsweise immer noch 12 Spitzen, genauso viele wie es schon mit 20 Jahren hatte. 

Damit ergibt sich Folgendes: 

1. Rüdiger ist 26 Jahre alt, hat demzufolge (26 : 2) + 2 = 15 Spitzen. 

2. Erika ist 9 Jahre alt, hat also so viele Spitzen wie nach 8 Jahren, (8 : 2) + 2 = 6 Spitzen. 

3. Ruth ist 22 Jahre alt und hat (22 : 2) + 2 = 13 Spitzen. 

4. Rainald ist 14 Jahre alt. Er hat (14 : 2) + 2 = 9 Spitzen. 

5. Gunter ist 17 Jahre alt und hat so viele Spitzen wie nach 16 Jahren, also 
(16 : 2) + 2 = 10 Spitzen. 

Insgesamt stehen dem Weihnachtsmann bisher 15 + 6 + 13 + 9 + 10 = 53 Spitzen für 
53 Geschenke zur Verfügung. Es fehlen noch 60 - 53 = 7 Spitzen für 7 Geschenke. 
Der Weihnachtsmann braucht also ein Rentier mit mindestens sieben Spitzen. Ein 
solches Rentier muss nach den zwei Spitzen im Geburtsjahr noch fünf Spitzen hin¬ 
zubekommen haben. Das ist nach zehn Jahren der Fall, denn 5-2=10. Das Rentier 
muss also mindestens zehn Jahre alt sein. 



Verknotete Weihnachten 

Antwortmöglichkeit d) ist richtig. Es sind fünf Zügel in dem Knoten ineinander 
verschlungen. 

Die einzelnen Bänder (Zügel) sind in der Lösungsskizze mit verschiedenen Farben 
gezeichnet. So kannst du sie besser erkennen. Es gibt fünf verschiedene Farben für 
die fünf verschiedenen Bänder. Folgst du den Bändern, siehst du, dass sie in sich ge¬ 
schlossen sind. Das heißt, du kommst immer wieder am Ausgangspunkt an. 



Blick über den Tellerrand 

Solche Knotenmuster nennt man auch keltische Muster. Das kommt daher, dass sie in 
der Kunst der Kelten im frühen und hohen Mittelalter eine wichtige Rolle spielten. Man 
findet sie zum Beispiel auf großen, aufrechtstehenden (Grab-)Steinen, die man auch 
Monolithe nennt, und auf keltischen Kreuzen in Großbritannien und Irland. Sie wurden 
auch als Ornamente in verschiedenen Ausgaben der Bibel verwandt, zum Beispiel im 
„Book of Keils“ („Buch der Kelten“) aus dem 7. Jahrhundert. 






Noch kompliziertere Flechtwerke kennt man aus der arabischen Kultur. Es gibt sie auf 
Keramiken, religiösen Texten und Bauwerken. Sie verzieren zum Beispiel die berühmte 
muslimische Stadtburg Alhambra in Südspanien. Auch in Indien und Afrika sind sol¬ 
che Motive im Alltag zu finden. 

Die Geflechte können aus abstrakten, mathematischen Graphen entworfen werden. 
Ein einfacher Graph ist der dreieckige Graph links im Bild. Dabei werden über jede 
Kante des Graphen (die Verbindungslinie der Punkte) ein Kreuz oder eine „Mauer“ 
gelegt. Die Kreuze werden dann zu einem oder mehreren geschlossenen Bändern ver¬ 
bunden (siehe Bild). Eine Mauer bedeutet, dass über diese Kante keine Bänder laufen 
und deshalb keine Kreuzung entsteht (nicht im Bild). Für jedes Kreuz muss dann ent¬ 
schieden werden, welches Band oben drüber und welches unten durch gelegt wird. Je 
komplexer der Ausgangsgraph ist, desto komplexer wird auch das Knotenmuster, das 
man damit erzeugen kann. 











Zusammengebackene Schlitten 

Antwortmöglichkeit c) ist richtig. Egon muss genau 11-mal brechen, um alle 12 
Kekse voneinander zu trennen. 

Wir gehen bei den folgenden Überlegungen davon aus, dass ein einzelner Keks nicht 
weiter gebrochen wird. Wegen der Marmelade oben drauf, darfst du die Kekse beim 
Brechen nicht stapeln. 

Ein Keksstück, das du zum Brechen in der Hand hältst, kann aus mehreren zusam¬ 
mengebackenen Keksen bestehen. Bei jedem Mal Brechen erhöht sich die Anzahl der 
Keksstücke um eins - egal wie groß die verbleibenden Keksstücke sind. Das bedeu¬ 
tet: Wenn du am Anfang ein großes Keksstück mit 12 zusammengebackenen Keksen 
hast, bekommst du nach dem ersten Mal Brechen zwei kleinere Keksstücke. Diese 
können immer noch aus mehreren zusammengebackenen Keksen bestehen. Danach 
nimmst du dir erst eins der beiden Teilstücke und brichst weiter. Nach dem zweiten 
Mal Brechen hast du insgesamt drei Keksstücke. Dieses Reststück brichst du weiter 
in immer kleinere Stücke, bis nur noch einzelne Kekse übrig bleiben. Nun nimmst du 
dir das andere Teilstück und brichst auch dieses immer weiter, bis nur noch einzelne 
Schlittenkekse vorhanden sind. Bei jedem Mal Brechen erhältst du insgesamt immer 
ein Keksstück dazu. 

Dieses Brechverfahren bedeutet: 

Du hast am Anfang 1 Keksstück. Nach dem ersten Brechvorgang hast du 2 Keksstü¬ 
cke. Nach dem zweiten Brechvorgang hast du 3 Keksstücke, nach dem dritten 4 und 
so weiter. Du hast immer ein Stück mehr als die Anzahl, wie oft du die Keksmasse 
gebrochen hast. Wenn du also zehnmal brichst, kannst du auch nur 11 Keksstücke 
haben. Es ist dabei egal, ob du nach Egons oder Hugos oder einer anderen Methode 
brichst. Um aus den zusammengebackenen Schlitten 12 einzelne Kekse zu erhalten, 
musst du also 11 Mal Brechen. 

Das gilt übrigens ganz allgemein: Um eine beliebige Zahl n zusammengebackener 
Stücke ohne Stapeln zu trennen, musst du genau (n-l)-mal brechen - nicht mehr und 
nicht weniger. Das sind bei 20 Stücken also 19-mal Brechen, bei 100 Stücken sind es 
99-mal Brechen und so weiter. Es gibt ohne zu stapeln keine Methode, die dir einige 
Male Brechen erspart. 



Blick über den Tellerrand 


Das Brechen in gleich große Teile kann man sich mathematisch gesehen als Dividie¬ 
ren (Teilen) vorstellen. Bei Hugos Methode könnten wir zuerst dreimal so brechen, 
dass wir 4 mal 3 zusammengebackene Schlitten haben. Bei Egons Methode erhielten 
wir hingegen 3 mal 4 zusammengebackene Schlitten. Natürlich haben wir insgesamt 
in beiden Fällen genau 12 Kekse, wenn wir die einzelnen Reihen auch noch auseinan¬ 
der brechen. Es ist also 3-4=12 und genauso 4-3=12. Damit ist also 3 • 4 = 4 • 3. Die 
Reihenfolge spielt bei der Multiplikation keine Rolle. Wahrscheinlich hast du schon 
gelernt, dass dies ganz allgemein für beliebige Zahlen a und b gilt: a • b = b • a. Diese 
Tatsache nennt man Kommutativ- bzw. Vertauschungsgesetz. 

Die 12 ist also sowohl durch 4 als auch durch 3 teilbar, denn bei der Division bleibt 
kein Rest. Für Egon und Hugo bedeutet es, dass sie die 12 zusammengebackenen 
Kekse in gleich große Stücke mit 3 oder mit 4 ganzen Keksen zerbrechen können. Die 
3 und die 4 sind also beide sogenannte Teilervon 12. 

Mit Teilern beschäftigt sich in der Mathematik ein Bereich, den man Zahlentheorie 
nennt. Zahlen, die man nur durch sich selbst und durch die 1 teilen kann, nennt man 
Primzahlen. Zwischen 1 und 20 gibt es davon acht: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 (die 1 ist 
nach Definition keine Primzahl). Diese Zahlen haben also genau 2 Teiler. Alle anderen 
Zahlen (außer der 1) haben mehr als 2 Teiler. 

Wie du sehen kannst, hat jeder Teiler einen .Partner 1 . Denn wenn du z. B. 12 durch 3 
teilst, muss das Ergebnis ebenfalls ein Teiler sein: 12:3 = 4 und 12:4 = 3. Wie wir 
wissen, ist 3 • 4 = 12. Die 3 und die 4 sind also .Partner 1 . Genauso sind die 1 und die 
12 mit 1-12=12 .Partner“. 

Zum Weiterdenken 

a) Wie oft musst du eine Tafel Schokolade mit 4 Reihen ä 6 Stücken brechen, um nur 
einzelne Stückchen Schokolade zu erhalten? 

b) Wie viele gerade Schnitte brauchst du mindestens, um einen Blechkuchen in 24 
gleich große Teile zu zerteilen? 

c) Macht es einen Unterschied, ob du eine Schokoladentafel in einzelne Stückchen 
zerbrichst oder einen Kuchen in einzelne Stücke schneidest? Warum? 

d) Mit Egons und Hugos Methode findest du die 3 und die 4 als Teiler der 12. Du 
kannst das große Keksstück aber auch auf andere Arten in jeweils gleich große 
Teile brechen. Versuche auf diese Weise alle Teiler der 12 zu finden. 




e) Das Teilen und Zusammenlegen (Zusammenbacken) der Keksstücke hängt mit der 
Division und der Multiplikation zusammen. Erkläre mithilfe der Keksstücke, welche 
Beziehung die Multiplikation und die Division zueinander haben. 

f) Jeder Teiler hat einen Partner. Haben also alle Zahlen eine gerade Anzahl von Tei¬ 
lern, weil es immer Paare gibt? 
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Nachwort 


Das Online-Spiel „Mathe im Advent“ 

Im Jahr der Mathematik 2008 hat die Deutsche Mathematiker-Vereinigung (DMV) den 
Online-Adventskalender „Mathe im Advent“ www.mathe-im-advent.de ins Leben 
gerufen. Seit 2016 richtet Mathe im Leben gemeinnützige GmbH den Wettbewerb 
aus. In zwei Niveaustufen (Klassen 4 bis 6 und 7 bis 9) werden je 24 Aufgaben vom 
1. bis zum 24. Dezember bereitgestellt, die sich hinter virtuellen Türchen verbergen. 
Schülerinnen und Schüler ab der 2. Klasse können einzeln oder im Klassenverband 
in Begleitung ihrer Lehrerin bzw. ihres Lehrers teilnehmen und am Ende interessante 
Preise gewinnen. Alle (speziell auch Erwachsene), die nicht den genannten Klassen¬ 
stufen angehören, können im „Spaßaccount“ nach Belieben die Aufgaben beider Ma¬ 
thekalender bearbeiten und ihre Lösungen abgeben. Lehrerinnen und Lehrer können 
sich einen speziellen Account erstellen, in dem sie ihre Klassen anmelden und ver¬ 
walten, die dann am Klassenspiel teilnehmen können. Um den Erhalt des Angebotes 
sicher zu stellen, haben wir für das Klassenspiel seit 2015 eine geringfügige Teilnah¬ 
megebühr eingeführt. Alle können sich ab dem 1. November auf unserer Webseite 
www.mathe-im-advent.de für den Kalender registrieren. 

Es gibt zwei Registrierungsstufen. Für die reine Beantwortung der Aufgaben (1. Stufe) 
und die Erstellung einer persönlichen Statistik mit Urkunde reichen die Angabe einer 
gültigen E-Mail-Adresse und die Auswahl eines eindeutigen Benutzernamens. In einer 
zweiten Stufe haben die Schülerinnen und Schüler aus den teilnahmeberechtigten 
Klassenstufen die Möglichkeit, sich zum Gewinnspiel anzumelden. Dafür sind die An¬ 
gabe des Namens sowie der Klassen- und Schuldaten erforderlich. Persönliche Adress- 
daten werden nicht erhoben. Lehrerinnen und Lehrer können auch Ihre Klassen zur 
Teilnahme bei „Mathe im Advent“ anmelden und ihre Schülerjnnen einladen. Auch 
Gesamt-, Real-, Haupt- und Förderschulen möchten wir mit unserem Angebot errei¬ 
chen. 

Ab dem 1. Dezember wird dann täglich ab 6:00 Uhr die tagesaktuelle Aufgabe auf un¬ 
serer Webseite veröffentlicht. Bis 23:00 Uhr desselben Tages muss die Lösung abge¬ 
geben werden. Am Wochenende sind die Aufgaben bis Montagabend zur Bearbeitung 
geöffnet. Wie auch in diesem Buch stehen online jeweils vier Antwortmöglichkeiten 
zur Verfügung, aus denen genau eine ausgewählt werden muss. 



Nach Abgabe der Lösung können alle Mitspielerjnnen, auch die im Spaßaccount, be¬ 
werten, wie gut ihnen die Aufgabe gefallen hat. Diese Abstimmung wird zur Erstellung 
der Rangfolge aller eingereichten Aufgaben des Aufgabenwettbewerbes herangezo¬ 
gen. 

Am darauffolgenden Tag um 6:00 Uhr steht dann neben der neuen Aufgabe auch die 
Lösung online. Zusätzlich können alle Teilnehmerjnnen drei Joker einsetzen anstatt 
eine Antwort abzugeben. Sie werden automatisch gesetzt, wenn nicht rechtzeitig ge¬ 
antwortet wurde. Sind am Ende noch zwei unbenutzte Joker vorhanden, wird damit 
eine falsche Antwort „richtig gestellt“, falls es diese gibt. Ab dem 28. Dezember, wenn 
alle Lösungen veröffentlicht sind, können sich alle Teilnehmerjnnen und Klassen ihre 
Urkunden herunterladen, die ihren Erfolg beim Lösen der Aufgaben belegen. 

Für alle, die sich zum Gewinnspiel anmelden, besteht neben der Hauptziehung der 
Gewinner Ende Dezember auch die Chance auf einen kleinen Preis bei unseren Son¬ 
derverlosungen. Im Januar laden wir alle Preisträgerjnnen zur großen Preisverleihung 
nach Berlin ein. Dort werden auch die besten Klassen und Schulen der verschiedenen 
Schulformen geehrt. Die Informationen dieses Textes können vereinfacht in folgender 
Formel ausgedrückt werden: 

„Im November registrieren - im Dezember mitspielen - im Januar gewinnen!“ 
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Übersicht zum Einsatz der Aufgaben im Unterricht 


Für den Einsatz der Aufgaben im Pflicht- und ergänzenden Mathematikunterricht fin¬ 
den Sie hier hilfreiche thematische Hinweise: 

• Passt die Aufgabe zum Curriculum oder nicht? 

• Welche schulischen (schwarz) und außerschulischen Inhalte (blau) kommen in der 
Aufgabe und der Lösung sowie dem Blick über den Tellerrand vor? 

• Zu welchem mathematischen Gebiet gehört die Aufgabe? 
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